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考生注意：
1．本试卷共5页，21道试题，满分150分．考试时间120分钟．
2．本考试分设试卷和答题纸．试卷包括试题与答题要求，作答必须涂（选择题）或写（非选择题）在答题纸上，在试卷上作答一律不得分．
3．答卷前，务必用钢笔或圆珠笔在答题纸正面清楚地填写姓名、准考证号，并将核对后的条形码贴在指定位置上，在答题纸反面清楚地填写姓名．
一、填空题（本大题共有12题，满分54分，第1-6题每题4分，第7-12题每题5分）



1. 已知集合，，则__________．
【答案】


【解析】



【详解】由题意得，解得，经验证此时集合满足题意.




2. 已知为等比数列，，，则__________．

【答案】
【解析】




【详解】设数列的公比为，则，则.


3. 已知，则__________．

【答案】
【解析】

【详解】．





4. 已知事件，互斥，，，则__________．


【答案】##
【解析】


【详解】因为互斥，所以.





5. 已知函数是偶函数，当时，，若，则__________．

【答案】
【解析】
【分析】根据偶函数的性质求解.



【详解】因为函数是偶函数，当时，，


所以，解得.


6. 已知，则展开式中的系数为__________．

【答案】
【解析】



【分析】写出二项式的通项，令的次数为，即可求出展开式中的系数.
【详解】由题意，


在中，通项，



当即时，，


∴展开式中的系数为.


7. 已知，则的最大值为__________．


【答案】##
【解析】

【分析】根据基本不等式可得，结合条件即可求结论.


【详解】因为，当且仅当时等号成立，


结合可得，，




当且仅当，或，时等号成立，






所以当，或，时，取最大值，最大值为.




8. 已知随机变量的分布为，且，则__________．


【答案】##
【解析】
【分析】根据分布列性质及数学期望公式计算求解.



【详解】因为随机变量的分布为，且，


所以，且，

解得.







9. 已知等差数列中，，公差为，其前项和在区间内至少有两项，则公差的取值范围是__________．

【答案】
【解析】
【分析】根据等差数列求和公式列式计算求解.




【详解】根据已知前项和在区间内至少有两项，则得出，



且，是单调递增的，所以必须满足，


所以，所以.






10. 已知向量，，是两两不平行的向量，且，，则的值为__________．

【答案】
【解析】



【分析】方法一：由条件可得，，消去，根据平面向量基本定理列方程求结论；


方法二：先证明共面，设，由条件结合平面向量基本定理列方程求结论.


【详解】方法一：因为，所以，


因为，所以，

所以，


因为不平行，所以，

所以，



方法二：因为，，两两不平行，

所以，，


若不共面，所以，矛盾，


所以共面，可设，

所以，

所以，


因为，可设，


所以，，


所以，，


所以，所以.









11. 已知三角函数（，，，），若，当或时其导数为0，初始速度为0，且速度第一次达到4时用时为0.1秒，则__________．

【答案】
【解析】




【分析】利用已知条件结合三角函数的性质构造方程组求出，结合初速度为0，求出，结合第一次达到最大值的时间构造方程求出，进而求出解析式．



【详解】由题意知，和时，导数为0，即的最小值为0，最大值为4，

又，



所以，解得，故；


已知初速度为0，则，解得，


已知，则，


速度第一次达到4时用时秒，则，


即，则，

解得，




解得，当时取得最小正数，，

此时．







12. 在中，，，．已知点，，分别为椭圆的上、下、右顶点，以及两个焦点中的三点，求椭圆的离心率__________．

【答案】
【解析】

【分析】根据椭圆对称性分析各点的可能性情况，分情况讨论求的值，即可得离心率.

【详解】因为，

根据对称性可知：点其中一个为上下顶点，一个为右顶点，一个为焦点，不妨取上顶点.

①当点中一个为上顶点，一个为右顶点，一个为左焦点，如图1
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]



则或，解得或无解；

②当点中一个为上顶点，一个为右顶点，一个为右焦点，如图2，
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]


则或，方程组均无解；




综上所述：，，，所以离心率.
二、选择题（本大题共有4题，满分18分，13、14每题4分，15、16每题5分）


13. 为不为1的任意实数，则（     ）．




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】B
【解析】


【详解】由，则.




14. 事件和事件相互独立，“和至少一个发生”的对立事件是（     ）．




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】C
【解析】
【分析】根据事件的独立性及对立定义求解.

【详解】根据已知至少有一个发生，



则对立事件为都不发生，所以的对立事件为.










15. 已知，为复数，当为实数或的共轭复数为实数时，称和互相伴随．则当和互相伴随时，和互相伴随的充要条件是（     ）．


A. 	B. 


C. 	D. 
【答案】D
【解析】





【分析】设，，由条件结合和互相伴随的定义可得，根据充要条件判断结论.




【详解】设，，，，




则，，，，


，，


，，



因为和互相伴随，所以，




若，则为实数，所以和互相伴随，



若和互相伴随，则，



所以和互相伴随的充要条件为.










16. 已知空间直角坐标系中有一正方体，其三组棱分别与轴、轴、轴重合，顶点与坐标原点重合，点是正方体底面中与相对[image: ]对角顶点，点在点的正上方．将正方体绕直线旋转一周，试问点的运动轨迹会经过几个空间卦限（     ）．
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]  




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】A
【解析】







【分析】不妨设正方体的棱长为3，分析可知点的轨迹是以点为圆心，半径的圆，解法一：设，列方程分析点的轨迹与各坐标面的交点即可判断；解法二：利用补形法，可知点的轨迹即为的内切圆，即可判断结果.
【详解】不妨设正方体的棱长为3，



则，，，


可得，，





设点在体对角线上的投影为，，，
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]  

则，


可得，解得，



则，即，且，



可知点的轨迹是以点为圆心，半径的圆，



解法一：在点的轨迹任取一点，则，


则，整理可得，





令可得，解得，可知点的轨迹与平面相切，





令可得，解得，可知点的轨迹与平面相切，





令可得，解得，可知点的轨迹与平面相切，

所以点[image: ]轨迹经过空间中的1个卦限；
解法二：将正方体补成边长为6的正方体，如图所示：
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]  



则，，，




可知为边长为的正三角形，且其中心为，且内切圆半径，



即可知点的轨迹即为的内切圆，所以点的轨迹经过空间中的1个卦限.
三、解答题（本大题共有5题，满分78分）
17. 某工厂为进行环境保护和改善，对2023年前九年间空气中颗粒物密度和二氧化硫密度进行了监测和记录，数据如下：
	颗粒物密度
	101.02
	87.02
	57[image: ]47
	21.85
	11.76
	8.86
	5.03
	4.63
	3.86

	二氧化硫密度
	119.47
	81.94
	53.20
	9.16
	6.60
	4[image: ]40
	3.31
	3.35
	3.86



（1）为进一步研究，从这 9 年间随机抽取一年，该年份颗粒物的密度大于二氧化硫密度的概率是多少？




（2）为研究颗粒物密度与二氧化硫密度的相关性，该工厂应选取茎叶图、扇形图、散点图中的哪一种进行分析，并请你判断相关系数在 ，，哪个区间内？（直接写结论）






（3）2023年前9年的年份()的平均数为 2018，(颗粒物密度) 关于(年份) 的回归方程拟采用，或. 已知2023年实际颗粒物密度为3.88，则哪个回归方程对于2023年的预测值与实际值的差值绝对值更小？

参考数据：

【答案】（1）；    

（2）散点图；    

（3）的预测值与实际值之差的绝对值更小.
【解析】
【分析】（1）结合古典概型概率公式求解即可；
（2）根据图表数据可以判断用散点图分析；结合相关系数的性质判断区间；
（3）根据题意分别求解两种方程下的预测值与实际值的差值绝对值即可.
【小问1详解】

9年间共有7年颗粒物密度大于二氧化硫密度，故概率为.
【小问2详解】
统计图表需要呈现出随着二氧化硫密度变化时，颗粒物密度的变化趋势，故需要散点图进行呈现.
随着二氧化硫密度增加，颗粒物密度呈现增加趋势，故二者正相关，相关系数为正，


又因为相关系数，故相关系数在区间上.
【小问3详解】


采用方程时，2023年预测值为，

预测值与实际值差值绝对值为；

因为

，


所以，可得.

故采用方程时，

2023年预测值为，

预测值与实际值差值绝对值为；


因为，故方程对于2023 年的预测值与实际值的差值绝对值更小.









18. 已知四棱锥，底面为矩形，底面，垂足在边上，且，，．
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]

（1）求证：；



（2）若四棱锥的体积为，求二面角的大小．

【答案】（1）根据已知四棱锥的性质，结合已知条件，以为坐标原点，建立下图所示空间直角坐标系，
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]


则，设点，

则，

，

．    

（2）
【解析】
【分析】（1）建立空间直角坐标系，得出相关点和向量坐标，利用向量的数量积为0，推出向量垂直；


（2）利用棱锥体积公式求出，进而求出点，得出相关向量坐标，求出平面的法向量，进而利用向量夹角余弦公式求解．
【小问1详解】
略
【小问2详解】


四棱锥体积，解得，



，则，，



设平面的法向量为，则，


令，则，


设平面的法向量为，



则，令，则，



设二面角为，则，



由图可知，二面角为锐角，则二面角大小为．



19. 已知，函数，．


（1）已知，求的解集；











（2）已知，是在点处的切线，是过点且垂直于的直线，与、在第一象限内均无公共点，求的取值范围．

【答案】（1）    

（2）
【解析】


【分析】（1）求出参数，解不等式即可求出的范围；













（2）求出直线与的方程，利用与、在第一象限内均无公共点，得出与无正实数解，分离参数，转化为直线与与曲线在内均无交点，对求导讨论其单调性，得出函数的最值，建立不等关系，即可求出实数的取值范围.
【小问1详解】

由题意，，


在与中，


，解得，

∴，

∵，




∴，解得或或

∴不等式的解集为.
【小问2详解】

由题意及（1）得，，


在中，，

∴



∵直线为在点的切线，



∴直线的方程为：，即，



∵是过点且垂直于的直线，



∴直线的方程为：，即，





在中，，与、在第一象限内均无公共点，


∴与无正实数解，


分离参数得，，，




∴直线与与曲线在内均无交点，

而，



当时，解得（舍）或，


∴当即时，函数单调递减，


当即时，函数单调递增，



∴在处取最小值，，




当时，，当时，，




∴且，即或，


∴实数的取值范围为.





20. 已知双曲线，点在上，，分别为双曲线的左、右焦点．

（1）求点到双曲线渐近线的距离；


（2）若，求；




















（3）记为双曲线满足和的部分；直线，均过右焦点，与交于，两点（分别在第一、第四象限），与交于，两点（分别在第三、四象限），问：是否存在常数，使得对任意直线，都存在唯一一对应的直线满足？若存在，求出的值；若不存在，请说明理由．

【答案】（1）    

（2）    



（3）存在实数符合题意，此时的取值范围为
【解析】

【分析】（1）根据双曲线方程求，即可得渐近线方程以及点到直线的距离；







（2）解法一：根据余弦定理可得，结合定义可得，，即可得面积；解法二：设，根据数量积可得，即可得面积；解法三：根据极化恒等式和中线长性质可得，，结合面积公式运算求解；


（3）根据题意结合双曲线性质可得直线斜率取值范围，设直线方程结合弦长公式可得，，进而分析取值范围即可得解.
【小问1详解】


由题意可知：，，




则，，渐近线方程为，即，


所以点到双曲线渐近线的距离为.
【小问2详解】

解法一：因为，

由余弦定理可得，

整理得：，



因点是双曲线上一点，则，可得，



代入可得，，则，


所以的面积为；



解法二：设，则，即，


可得，，



因为，即，解得，


所以的面积为；


解法三：因为，即，

由中线长定理可知：，


因为，可得，



代入可得，，可得，



解得，则，，


所以的面积为.
【小问3详解】




不妨取，，则直线的斜率，
[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材以及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]








依题意，设直线：，则，设直线：，则，，，


联立方程，消去x可得，


则，，

可得，



可知函数在内单调递增，则，







且当趋近于1时，趋近于，即在内的值域为，故，


因，所以；

同理可得：



可知在内单调递减，则，







且当趋近于1时，趋近于，即在内的值域为，故；



由题意可知：，可得，解得，



所以存在实数符合题意，此时的取值范围为.




















21. 已知是，，的一个排列，若函数，，，对任意，都有且，则称是关于，，的一个排列，则关于，，的排列总数记为．






（1）已知，，，，判断是否为排列；






（2）对，，，满足条件的，求的取值范围；













（3）对，且对任意，，令，，，，证明：若严格减，则存在，使；若严格增，则存在，．

【答案】（1）是排列；    

（2）；    
（3）首先证明第1个结论，



观察（2）问的6个情况，若和在上同时成立，



那么排列都将[image: ]排列，此时至少为4．


当时，即，



因为是定义在上的函数，且严格单调递减，实数，

则恒成立，


又因为函数在上单调递增，



则在区间上，，.


若恒成立，则，




则只需，即，因为对任意的，，



则，则，则解得，


当时，即，



因为严格递减，所以且，

，


只要，就有，

则可取即可满足题意．


即存在，使得.
再证明第2个结论.


假设对于任意的，都有，

因为（2）中①排列始终满足条件，

则在剩下的5种排列中，只有唯一的一个是排列．

首先，我们证明不可能恒成立：



假设对于某个，在上恒有．

即，

即，


取．由于严格递增，

令，

则，

于是对任意正整数：

，



当时，，这与矛盾！




因此，不可能恒成立．则排列③排列和④排列永远不可能是排列．


接下来只剩②排列，其需满足，


⑤排列，其需满足，


⑥排列，其需满足，




下面证明：对于任意在上恒成立＂与＂在上恒成立＂这两个命题，必须有且只有一个为真．



（i）若对任意，都有，即都有，


对于任意和，

则，


当且仅当时等号成立，又因为，故等号无法取到，

所以恒成立，


则对所有的恒成立.



则此时②排列，⑤排列，⑥排列均成立，


则，与假设矛盾！



（ii）并非对于所有都有，即，


则必定存在，使得，

设，

因为是严格单调递增的连续函数，



则对于已知的，总可以找到，使得，


即，即，



同时，因为严格递增且，必有．

即，


即，即，




则可取充分小的使得，即存在，使得，

所以＂恒成立＂这个命题是假的．


既然为假，那么＂恒成立＂必须为真．


即除①排列外剩余的5个排列中，只有②排列成立，此时满足，


则对于，在时都有：

，

即，


取，则对于任意：

，


因为严格递增，则．

则

又因为，

则


即，对任意都成立．



取，因为，则，



则对于内的任意，都满足，


因为，故有，

但是，之前我们得到，


即，则，

则有：， 这与我们的假设相矛盾．


综上，原命题成立，必然存在，使得．
【解析】

【分析】（1）根据排列的定义判断即可；



（2）分析得，，的全排列均符合题意，则得到不等式组，解出即可；


（3）第一个结论分和讨论即可证明，第二个结论利用反证法即可证明.
【小问1详解】

由题意得，


则当，，

则恒成立，

，

则恒成立，


故是为排列.
【小问2详解】

若，则1，2，3的全排列均满足题意，


①，则有：，此时两个不等式显然成立．



②，则有：，即.



③，则有：，即.



④，则有：，即.


⑤，则有：．



⑥，则有：，即.

则上述不等式均要成立，取它们的交集有，



即，即对恒成立，



分离参数得，因为当时，，

所以.
【小问3详解】
略.
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