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高三数学学科练习 

 

选择题部分 

一、单项选择题： 

DACBDBC 

8.设 ，由 得 （1） 

又 在双曲线上： （2） 

由 平分 ，由角平分线定理得 （3）， 

由 (1)(2) 消去 得 （4）， 

又  

将 代入 (3) 的平方：  

即 ，整理得 （5）， 

由(4)(5)得 即  

因为 ，所以 ，代入得  

化简得 ，即 ， 

解得 ，因为 ，所以  

9. AC 10.ACD 11. ABD 

12.    13    14. 1023 

【详解】因为 ，所以 ， 

可得 ， 
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化简得 ，而 ， 

由题意得 ， 

而 ， 

可得 ， 

而 ，则 ， 

得到数列 是单调递增数列，且 ， 

因为 ，所以 ，得到 ，可得 ， 

而记 为不超过实数 的最大整数，故 . 

16. ∵在三棱柱中， 为 在底面 上的投影， 

∴ 面 ， 

∵ 面 ， 

∴点 到平面 的距离等于点 到平面 的距离 

因为 与平面 所成的角为 ，且 面 ， 

∴ ，  

∴  

【小问 2 详解】 

以 为原点， ， ， 为 ， ， 轴，如图， 

可得： ， ， ， ，

， 
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又∵ ，∴ ，∴ ， 

所以 ， ， ， 

设 为平面 的一个法向量， 

则 ，即 ，令 ，则 ， 

设 为平面 的一个法向量， 

则 ，即 ，令 ，则 ， 

∴ ， ，所以平面 与平面

所成角的正弦值为 . 

17. 已知函数 ． 

（1）求证：函数 在 上存在唯一极值点 ； 

（2）设 为（1）中的极值点，求证：对任意 ，都有 ． 

【答案】（1）由 ，则 ， 

令 ， ，则 ，则 在 上单调递减， 

令 ， ，则 ， 

当 ， ，则 在 上单调递减；当 ， ，则 在

上单调递增， 
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所以 ，所以 ，即 ，所以 ， 

由 ，则 ，所以 ， 

所以存在唯一零点 ，使得 ， 

当 ， ，即 ；当 ， ，即 ， 

因此 是 的唯一极值点，证毕．     

（2）由（1）可知 是极大值点，所以对任意 ，都有 ． 

因此只需证明不等式：对任意 ，都有 ． 

由 ，得 ，得 ， 

则 ， 

则 ， 

令 ，则 ， 

当 时， ，则 在 上单调递减， 

故 ，即 ，证毕． 

18. 已知椭圆 ： ，点 在椭圆 上， 为坐标原点， ， 关于原点对称，设直线 斜

率为 ，过点 作斜率为 的直线交 轴于点 ，直线 与椭圆 交于另一点 ． 

（1）证明：直线 与直线 斜率之和为定值； 

（2）若直线 ，直线 ，直线 的斜率依次成等比数列，求 的值； 

（3）求 外接圆圆心 的纵坐标的最大值． 

【小问 2 详解】 

结合（1）有 ， ， ， ， ， 
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由 ， ， 均在椭圆 上，设 ， 

则 ，即 ， 

又 ， ， 依次成等比数列，则 ，即 ， 

解得 ． 

【小问 3 详解】 

结合（1）有 ， ，即 ， 

则 的直线方程为 ，即 ， 

联立 ，整理得 ． 

设 的中点为 ，则 ，则 ， 

联立 ， 的垂直平分线 ， 

解得外接圆圆心为 P的纵坐标为 ， 

又 ，且 ，解得 ， 

所以 ， 

设 ， ，则 ， 

由于 ，则 为奇函数， 
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则只需考虑 ，令 ，解得 ， 

当 时， ， 单调递增； 

当 时， ， 单调递减， 

所以当 时， 取得最大值，且 ， 

故 的最大值为 ． 

19. 已知 ， ，…， 为 1，2，…， 的一个排列 ，定义一次划分变换 ：把小于 的数按照原排

列的顺序排在 左边（若没有小于 ，则其左侧不放任何数）；把大于 的数按照原排列的顺序排在 右

边（若没有大于 ，则其右侧不放任何数），得到新的数列记为 ，其中 ，

， ． 

（1）若排列 为 4，2，3，1，写出 以及 ； 

（2）对于任意有限排列 ，必定存在正整数 使得 ．记使得 成立

的最小的正整数 为随机变量 ，且 表示满足 的排列 的个数 ，其中 ． 

（ⅰ）若 ，求 的值（用 表示）； 

（ⅱ）证明： ． 

【答案】（1） ：2，3，1，4， ：1，2，3，4     

（2） 

（ⅰ）  

（ⅱ）解法一： ， 

当 时， ，从而 ，满足结论． 

当 时，由（ⅰ）得 . 
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令 ，则 

 

又因为 ， 

于是 ． 

综上， ． 

记 ，则 ， 

于是 单调递增，从而 ，当且仅当 等号成立． 

所以 ，即 ． 

故 ． 

命题得证． 

解法二：当 时， ，从而 ，满足结论． 

当 时，将 1，2，…，m任意排列得到随机排列 A： ， 

使得 成立的最小的正整数 k为 X，记此时 X的期望为 ． 

设 A： 中 ，则 t等可能地取 1，2，…，m， 

故 ， ． 

对 A作用一次划分变换 F 

若 ，则没有小于 1 的数，变换后排列不变，此时 ； 

若 ，则 ： 

其中 是 1，2，…， 的一个排列， 

并且此后的划分变换 F只对左侧的 个数起作用，右侧大数保持相对顺序不变， 

此时满足 ，后续需要的最少次数的期望为 ， 
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于是，在 的条件下，有 ， 

故 ， 

即 ①，从而 ②， 

①-②得 ，即 ③ 

易知 ， ，容易验证 满足 ， 

从而有 ， 

记 ，则 ， 

于是 单调递增，从而 ，当且仅当 等号成立． 

所以 ，即 ． 

故 ． 

综上，X的期望 ． 




