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【必修一】 

第一章 集合与常用逻辑用语 

一、元素与集合的概念 

1．元素：一般地，把研究对象统称为元素(element)，常用小写拉丁字母 a，b，c，…表示． 

2．集合：把一些元素组成的总体叫做集合(set)(简称为集)，常用大写拉丁字母 A，B，C，…表示． 

3．集合相等：指构成两个集合的元素是一样的． 

4．集合中元素的特性：给定的集合，它的元素必须是确定的、互不相同的． 

 

二、元素与集合的关系 

知识点 关系 概念 记法 读法 

元素与集合

的关系 

属于 
如果 a 是集合 A 中的元

素，就说 a 属于集合 A 
a∈A “a 属于 A” 

不属于 
如果 a 不是集合 A 中的元

素，就说 a 不属于集合 A 
a∉A “a 不属于 A” 

 

三、常用数集及表示符号 

名称 自然数集 正整数集 整数集 有理数集 实数集 

记法 N N*或 N＋ Z Q R 

 

四、集合的表示 

1、列举法 

把集合的所有元素一一列举出来，并用花括号“{}”括起来表示集合的方法叫做列举法． 

2、描述法 

一般地，设 A 是一个集合，把集合 A 中所有具有共同特征 P(x)的元素 x 所组成的集合表示为{x∈A|P(x)}，

这种表示集合的方法称为描述法． 
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五、子集、真子集、集合相等 

1．子集、真子集、集合相等的相关概念 

 定义 符号表示 图形表示 

子集 

如果集合 A 中的任意一个元素都是集

合 B 中的元素，就称集合 A 是集合 B

的子集 

A⊆B 

(或 B⊇A)  

真子集 

如果集合 A⊆B，但存在元素 x∈B，

且 x∉A，就称集合 A 是集合 B 的真子

集 

A⊊B 

(或 B⊋A)  

集合相等 

如果集合 A 的任何一个元素都是集合

B 的元素，同时集合 B 的任何一个元

素都是集合 A 的元素，那么集合 A 与

集合 B 相等 

A＝B 
 

 

2．Venn 图 

用平面上封闭曲线的内部代表集合，这种图称为 Venn 图． 

3．子集的性质 

(1)任何一个集合是它本身的子集，即 A⊆A. 

(2)对于集合 A，B，C，如果 A⊆B，且 B⊆C，那么 A⊆C. 

六、空集 

1．定义：不含任何元素的集合叫做空集，记为∅. 

2．规定：空集是任何集合的子集． 

七、集合的基本运算 

 1、并集 

集合A与B的并集是所有属于集合A或属于集合B的元素组成的集合,记作AUB(读作“A并B”) 即 =BA

  

 

                              可用 Venn 图表示为 

2、交集 

集合 A 与 B 的交集是由所有属于集合 A 且属于集合 B 的元素组成的集合,记作 A∩B(读作“A 交 B”)即 

=BA },|{ BxAxx  且  

 

可用Venn图表示为 

},|{ BxAxx  或
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3、全集与补集 

全集 

(1)定义：如果一个集合含有所研究问题中涉及的所有元素，那么就称这个集合为全集． 

(2)记法：全集通常记作 U. 

 

补集 

自然语言 
对于一个集合 A，由全集 U 中不属于集合 A 的所有元素组成的集合称为

集合 A 相对于全集 U 的补集，记作∁UA 

符号语言 ∁UA＝{x|x∈U 且 x∉A} 

图形语言 

 

八、充分条件与必要条件 

 “若 p，则 q”为真命题 “若 p，则 q”为假命题 

推出关系 p⇒q p⇏q 

条件关系 
p 是 q 的充分条件 

q 是 p 的必要条件 

p 不是 q 的充分条件 

q 不是 p 的必要条件 

定理关系 
判定定理给出了相应数学结论成立的充分条件 

性质定理给出了相应数学结论成立的必要条件 

 

九、充要条件 

1．如果“若 p，则 q”和它的逆命题“若 q，则 p”均是真命题，即既有 p⇒q，又有 q⇒p，就记作 p⇔q，

此时，p 既是 q 的充分条件，也是 q 的必要条件，我们说 p 是 q 的充分必要条件，简称为充要条件． 

2．如果 p 是 q 的充要条件，那么 q 也是 p 的充要条件．概括地说，如果 p⇔q，那么 p 与 q 互为充要条件． 

十、全称量词和存在量词 

 全称量词 存在量词 

量词 所有的、任意一个 存在一个、至少有一个 

符号 ∀ ∃ 

命题 含有全称量词的命题是全称量词命题 含有存在量词的命题是存在量词命题 

命题形式 
“对 M 中任意一个 x，p(x)成立”，

可用符号简记为“∀x∈M，p(x)” 

“存在 M 中的元素 x，p(x)成立”，

可用符号简记为“∃x∈M，p(x)” 
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十一、含量词的命题的否定 

p ¬p 结论 

全称量词命题∀x∈M，p(x) ∃x∈M，¬p(x) 
全称量词命题的否定是存在量词

命题 

存在量词命题∃x∈M，p(x) ∀x∈M，¬p(x) 
存在量词命题的否定是全称量词

命题 
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第二章 一元二次函数，方程和不等式 

2.1 等式性质与不等式性质 

一．不等式的概念 

用数学符号“ ” “ ” “ ” “ ” “ ”    、 、 、 、 连接两个数或代数式，以表示它们之间的不等关系，含有这些不等号

的式子，叫做不等式． 

二．符号“ ” “ ” 和 的含义 

如果 ,a b是两个实数，那么a b ，即为a b a b =或 ；a b ，即为a b a b =或 . 

三．比较实数 ,a b大小的依据 

1.文字叙述：如果a b− 是正数，那么a b ；如果a b− 等于零，那么a b= ； 

如果a b− 是负数，那么a b ，反过来也对． 

2.符号表示： 0a b−  ⇔a b ； 0a b− = ⇔a b= ； 0a b−  ⇔a b . 

要比较两个实数的大小，可以转化为比较它们的差与零的大小. 

四.等式的基本性质 

1. 1: , .a b b a= =性质 如果 那么  

2. 2 : , , .a b b c a c= = =性质 如果 那么  

3. 3: , .a b a c b c=  = 性质 如果 那么  

4. 4 : , .a b ac bc= =性质 如果 那么  

5. 5: , 0, .
a b

a b c
c c

=  =性质 如果 那么
 

五.不等式的性质 

性质 1（对称性）：如果a b ，那么b a ；如果b a ，那么a b .即 .a b b a    

性质 2（传递性）：如果a b b c ， ，那么 .a c 即 .a b b c a c   ，  

性质 3（加法法则：）如果a b ，那么 .a c b c+  +  

推论 1：(移项法则)不等式中任何一项都可以改变符号后移到不等号的另一边． 

性质 4（乘法法则）：如果 , 0,a b c  那么 ;ac bc 如果 , 0,a b c  那么 .ac bc  

性质 5：如果 , .a b c d  ，那么 .a c b d+  +  

一般结论：几个同向不等式的两边分别相加，所得到的不等式与原不等式同向． 

性质 6：如果 0 0,a b c d   ， 那么 .ac bd  

一般结论：几个两边都是正数的同向不等式的两边分别相乘，所得到的不等式与原不等式同向． 

性质 7：如果 0a b  ，那么 .n na b (n∈N＋，n>1)． 
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倒数法则： 0ab a b 已知 ，如果 ，那么
1 1

.
a b
 ； a b如果 ，那么

1 1
.

a b
  

2.2 基本不等式 

一.算术平均数与几何平均数 

0 0a b a b 若 ， ，则 ， 的算术平均数为
2

a b＋
，几何平均数为 .ab  

二.基本不等式
2

a b
ab 

＋
，(1)基本不等式成立的条件： 0 0a b ， ； 

(2)等号成立的条件：当且仅当a b= 时取等号． 

三.基本不等式可叙述为：两个正数的算数平均数不小于它们的几何平均数. 

四.几个重要的不等式 

2 2

2

2 2
2

2 , ,

2, 0

( ) , ,
2

( ) , ,
2 2

a b ab a b R

b a
ab

a b

a b
ab a b R

a b a b
a b R

+  

+  


+

  


+ + 
  

当且仅当a b= 时取等号. 

五．利用基本不等式求最值问题 

0 0x y 已知 ， ， 

(1)如果积 xy 等于定值P ，那么当且仅当 x y= 时，和 x y+ 有最小值2 P .(简记：积定和最小) 

(2)如果和 x y+ 等于定值 S ，那么当且仅当 x y= 时，积 xy 有最大值
2

4

S
.(简记：和定积最大) 

 

2.3二次函数与一元二次方程、不等式 

 

一.一元一次不等式（组） 

bkxy +=  
0k  0k  

0b  0b  0b  0b  

图象 

 
 

 
 

 
 

 
 

0+bkx  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  

0+bkx  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  { | }
b

x x
k

 −  

 

 

 

 



 9 / 106 

 

二.一元二次不等式（组） 

 

2 2

0 0 01 ( 0) 0.函数的零点：二次函数

三.三个二次的

，若 ，则称 为函数的零

关系

点y ax bx c a ax bx c x= + +  + + =
 

22 ( 0) .y ax bx c a= + + .二次函数 的零点  
2 ( 0) .y ax bx c a x = + + 二次函数 的图象与 轴交点的横坐标  

2 0( 0)ax bx c a + + = 方程 的实数解. 
2 ( )0( 0) .ax bx c a + +   不等式 的解集的端点值  

 

四.分式不等式的解法 

 

解题口诀：移项通分除化乘，注意分母不为零. 

（1）
( )

0 ( ) ( ) 0.
( )

f x
f x g x

g x
   ；    （2）

( ) ( ) 0( )
0 .

( ) 0( )

f x g xf x

g xg x


  


 

解题步骤：（1）首项系数化为正； （2）移项通分，不等号右侧化为 0； 

（3）因式分解，化为几个一次因式乘积的形式；（4）数轴标根。 

五.绝对值不等式的解法 

1.绝对值的代数意义： 

正数的绝对值是它的本身，负数的绝对值是它的相反数，零的绝对值仍是零．即

, 0,

| | 0, 0,

, 0.

a a

a a

a a




= =
− 

 

2.绝对值的几何意义：一个数的绝对值，就是数轴上表示它的点到原点的距离．   

 

(1) | ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x    −或 ； 

(2) | ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x g x  −   ；    

(3) 
2 2| ( ) | | ( ) | ( ) ( )f x g x f x g x   . 

六.一元高次不等式的解法：穿针引线法 

解题步骤：（1）最高次项系数化为正；（2）数轴顺序标根；（3）右上角起线；（4）奇穿偶回（奇穿偶不

穿）. 

 

acb 42 −=  0  0=  0  

二次函数 

cbxaxy ++= 2
 

)0( a 的图象 
   

一元二次方程 

02 =++ cbxax  

)0( a 的根 

有两个不相等的实根

1 2 1 2x x x x， ，且 ＜  

有两个相等的实数根

1 2x x=  
没有实数根 

一元

二次

不等

式的

解集 

)0(

02



++

a

cbxax  
1 2{ | }x x x x x 或  1 2{ | }x x x ，  R  

)0(

02



++

a

cbxax  
1 2{ | }x x x x     
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第三章 函数的概念与性质 

 一、函数的概念 

设 A、B 是非空的数集，如果按照某种确定的对应关系 f ，使对于集合 A 中的任意一个数 x ，在集合 B 中

都有唯一确定的数 ( )f x 和它对应，那么就称 f ：A→B 为从集合 A 到集合 B 的一个函数 .记作：

( ),y f x x A=  .其中： x 叫做自变量， x 的取值范围 A 叫做函数的定义域；与 x 的值相对应的 y 值叫做函

数值，函数值的集合叫做函数的值域. 

构成函数的三要素：定义域、对应关系和值域 

注意：（1）构成函数三个要素是定义域、对应关系和值域．由于值域是由定义域和对应关系决定的，所

以，如果两个函数的定义域和对应关系完全一致，即称这两个函数相等（或为同一函数）. 

（2）两个函数相等当且仅当它们的定义域和对应关系完全一致，而与表示自变量和函数值的字母无关.   

相同函数的判断方法：①定义域一致；②表达式相同 (两点必须同时具备) 

考点一：定义域的求法 

一．已知函数解析式型 

即给出函数的解析式的定义域求法，其解法是由解析式有意义列出关于自变量的不等式或不等式组，解此

不等式（或组）即得原函数的定义域 

求函数的定义域需要从这几个方面入手： 

（1）分母不为零 

（2）偶次根式的被开方数非负. 

（3）对数中的真数部分大于 0.  

（4）指数、对数的底数大于 0，且不等于 1  

（5） tany x= 中
2

x k


 + 等. 

( 6 )
0x 中 x 0  

例 1：求下列函数的定义域 

（1）
3

1

x
y

x

+
=

−
；（2）

2

2 4 5

x
y

x x
=

− − −
；（3）

2 2a x
y

x x

−
=

−
( 0a  ). 

解析：（1）
3

1

x
y

x

+
=

−

3 0

1 0

x

x

+ 


− 
 解得： 3 1x−   或 1x   

所以函数
3

1

x
y

x

+
=

−
的定义域为[ 3,1) (1, )−  + ；故答案为：[ 3,1) (1, )−  + . 

（2）
2

2 4 5

x
y

x x
=

− − −

2 4 0

5 0

2 4 5

x

x

x x

 − 


 − 


−  −

 解得：2 3x  或3 5x   
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所以函数
2

2 4 5

x
y

x x
=

− − −
的定义域为[2,3) (3,5] ；故答案为： [2,3) (3,5] . 

（3）

2 2a x
y

x x

−
=

−
( 0a  ).

2 2 0

0

a x

x x

 − 


− 
 解得： 0a x−     

所以函数

2 2a x
y

x x

−
=

−
( 0a  )的定义域为[ ,0)a− ；故答案为：[ ,0)a− . 

二、抽象函数型 

抽象函数是指没有给出解析式的函数，不能用常规方法求解，一般表示为已知一个抽象函数的定义域求另

一个抽象函数的定义域，一般有两种情况. 

（一）已知 )(xf 的定义域，求  )(xgf 的定义域. 

其解法是：已知 )(xf 的定义域是 ],[ ba 求  )(xgf 的定义域是解 bxga  )( ，即为所求的定义域. 

例 2：已知 )(xf 的定义域为 ]2,2[− ，求 )1( 2 −xf 的定义域. 

解： 22 − x ， 212 2 −− x ，解得 33 − x  

即函数 )1( 2 −xf 的定义域为 33 − xx  

举一反三 

已知函数 ( )f x 的定义域是  1,4− ，求函数 ( )f x +2 1 的定义域. 

【答案】
3

 -1
2

 
 
 

， . 

【详解】 

已知 f(x)的定义域是[-1，4]，即-1≤x≤4.故对于 f(2x+1)应有-1≤2x+1≤4， 

∴-2≤2x≤3，∴-1≤x≤
3

2
.∴函数 f(2x+1)的定义域是

3
-1

2

 
 
 

， . 

（二）已知  )(xgf 的定义域，求 )(xf 的定义域. 

其解法是：已知  )(xgf 的定义域是 ],[ ba 求 )(xf 的定义域的方法是： bxa  ，求 )(xg 的值域，即所求

)(xf 的定义域. 

例 3：已知 )12( +xf 的定义域为 ]2,1[ ，求 )(xf 的定义域. 

解： 21  x ， 422  x ， 5123 + x . 

即函数 )(xf 的定义域是 53|  xx . 

举一反三 

已知函数 ( )3 1f x+ 的定义域为 1,7 ，求函数 ( )f x 的定义域． 

【答案】 4,22  
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【详解】因为 ( )3 1f x+ 的定义域为 1,7 ， 

所以1 7x  ，所以4 3 1 22x +  ．令3 1x t+ = ，则4 22t  ． 

即 ( )f t 中，  4,22t ．故 ( )f x 的定义域为 4,22 ． 

（三）复合函数定义域综合求解 

例 4：已知函数 ( +1)f x 的定义域为[1,2]，则 ( 2 3)f x− + 的定义域为（       ） 

A．[1,2]  B．
1

[0, ]
2

 C．[ 1,1]−  D．
1

[ ,1]
2

 

【答案】B 

【详解】因为函数 ( +1)f x 的定义域为[1,2]，所以1 2x  ，则2 +1 3x  ， 

所以2 2 +3 3x −  ，解得
1

0
2

x  ，所以 ( 2 3)f x− + 的定义域为
1

[0, ]
2
，故选：B 

举一反三 

1．已知函数 (2 1)y f x= + 的定义域为 1,2− ，则函数 ( 1)= −y f x 的定义域为_________. 

【答案】 0,6  

【详解】函数 (2 1)y f x= + 的定义域为 1 2− ， ，即 1 2x−   ，所以 1 2 1 5x−  +  ， 

所以 1 1 5x−  −  ，即0 6x  ，所以函数的定义域为 0,6 .故答案为： 0,6 . 

三、逆向思维型 

即已知所给函数的定义域求解析式中参数的取值范围.特别是对于已知定义域为 R  ,求参数的范围问题通常

是转化为恒成立问题来解决. 

例 5：已知函数 862 ++−= mmxmxy 的定义域为R 求实数m 的取值范围. 

解：讨论： 

①当 0=m 时，函数的定义域为R ； 

②当 0m 时， 0862 ++− mmxmx 是二次不等式，其对一切实数 x 都成立的充要条件是





+−−=



0)8(4)6(

0

2 mmm

m
  10  m  

综上可知： 10  m . 

举一反三 

已知函数
34

7
)(

2 ++

+
=

kxkx

kx
xf 的定义域是R ，求实数 k 的取值范围. 

解：要使函数有意义，则必须 0342 ++ kxkx 恒成立， 

因为 )(xf 的定义域为R ，即 0342 =++ kxkx 无实数解 

讨论：①当 0k 时， 03416 2 −= kk 恒成立，解得
4

3
0  k ； 
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②当 0=k 时，方程左边 03 = 恒成立. 

综上得： k 的取值范围是
4

3
0  k . 

考点二：求函数值域 

例 1 已知函数

1
1, 1

( )

2 , 1

x
f x x

x a x


− 

= 
− + 

在R 上满足：对任意 1 2x x ，都有 ( ) ( )1 2f x f x ，则实数a 的

取值范围是（    ） 

A． ( ,2]−  B． ( , 2]− −  C．[2, )+  D．[ 2, )− +  

【答案】C 

【详解】由题意，得到

1
1, 1

( )

2 , 1

x
f x x

x a x


− 

= 
− + 

在R 上单调递减， 

因此只需1 1 2 a−  − + ，解得 2a  .故选：C. 

二、值域是函数 ( )y f x= 中 y 的取值范围.  

常用的求值域的方法： （1）直接法                （2）图象法（数形结合）  

                     （3）函数单调性法          （4）配方法      

                     （5）换元法 （包括三角换元）（6）反函数法（逆求法）  

                     （7）分离常数法            （8）判别式法     

                     （9）复合函数法            （10）不等式法   

                     （11）平方法等等 

这些解题思想与方法贯穿了高中数学的始终. 

 1.利用常见函数的值域来求（直接法） 

一次函数 ( )0y ax b a= +  的定义域为 R，值域为 R； 

反比例函数 ( 0)
k

y k
x

=  的定义域为{ | }0x x  ，值域为{ | }0y y  ； 

二次函数 2( ) ( 0)f x ax bx c a= + +  的定义域为 R， 

当 0a  时，值域为{
2(4 )

|
4

ac b
y y

a

−
 }；当 0a  时，值域为{

2(4 )
|

4

ac b
y y

a

−
 }. 

例 2   求下列函数的值域 

① 3 2( )1 1y x x= + −          ②
2

( ) 1 3
3

f x x
x

= −  （ ）   

③ 
x

xy
1

+= （记住图像） 

解：①∵-1 x 1，∴-3 3x 3， 
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∴-1 3x+2 5，即-1 y 5，∴值域是[-1，5] 

②略 

③   当 x>0，∴
x

xy
1

+= = 2)
1

( 2 +−
x

x 2 ， 

当 x<0 时， )
1

(
x

xy
−

+−−= =－ 2)
1

( 2 −
−

−−
x

x 2−  

∴值域是 ]2,( −− [2，+ ).（此法也称为配方法） 

函数
x

xy
1

+= 的图像为： 

2.二次函数在区间上的值域(最值)： 

例 3.求下列函数的最大值、最小值与值域： 

① 142 +−= xxy ；           ②； ]4,3[,142 +−= xxxy  

③ ]1,0[,142 +−= xxxy ；  ④ ]5,0[,142 +−= xxxy ；  

解：∵ 3)2(14 22 −−=+−= xxxy ，∴顶点为(2,-3)，顶点横坐标为 2.  

①∵抛物线的开口向上，函数的定义域 R， 

∴x=2 时，ymin=-3 ,无最大值；函数的值域是{y|y -3 }. 

②∵顶点横坐标 2 [3,4]，当 x=3 时，y= -2；x=4 时，y=1；  

∴在[3,4]上， miny =-2， maxy =1；值域为[-2，1]. 

③∵顶点横坐标 2  [0,1]，当 x=0 时，y=1；x=1 时，y=-2, 

∴在[0,1]上， miny =-2， maxy =1；值域为[-2，1]. 

④∵顶点横坐标 2  [0,5]，当 x=0 时，y=1；x=2 时，y=-3, x=5 时，y=6, 

∴在[0,1]上， miny =-3， maxy =6；值域为[-3，6]. 

3. 单调性法 

例 4.求函数
1

4 1 3
3

y x x x
 

= − −  
 

的值域. 

设 f(x)=4x,g(x)= － x31− ,(x≤1/3),易知它们在定义域内为增函数，从而 y=f(x)+g(x)=4x- x31−  

在定义域为 x≤1/3 上也为增函数，而且 y≤f(1/3)+g(1/3)=4/3,因此，所求的函数值域为｛y|y≤4/3｝. 

4. 换元法 

例 5.   1.求函数 xxy −+= 12 的值域  

解：设 tx =−1 ，则 )0(122 ++−= ttty  

  
 )

( 2,

21,01 max

−

==+=

值域为

，时当且开口向下，对称轴 ytt

 

2.求函数 2 1y x x= − − 的值域． 

奎屯
王新敞
新疆

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-6 -4 -2 2 4 6

y=x

o

-2

-1 1

2
f x( ) = x+

1

x

3

2

1

-1

-2
-3

654321-1-2 xO

y
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答案[
15

8
，＋∞)． 

【分析】 

利用换元法设 t＝ 1x − ，将函数化为 y＝2(t2＋1)－t，再利用二次函数的图像与性质即可求求解. 

【详解】 

设 t＝ 1x − ，则 t≥0 且 x＝t2＋1， 

所以 y＝2(t2＋1)－t＝2(t－
1

4
)2＋

15

8
， 

由 t≥0，再结合函数的图象(如图)，可得函数的值域为[
15

8
，＋∞)． 

 

5． 平方法 

例 7   （选）求函数 xxy −+−= 53  的值域 

解：函数定义域为：  5,3x  

  
   

   2,24,2

1,0158,5,31582)5()3(

2

222

原函数值域为

得由



−+−−+−+−+−=

y

xxxxxxxy
 

6． 分离常数法  

例 8   求函数
2

1

+

−
=

x

x
y  的值域 

由 1
2

3
1

2

32


+
−=

+

−+
=

xx

x
y  ，可得值域 1yy  

小结：已知分式函数 )0( 
+

+
= c

dcx

bax
y ，如果在其自然定义域（代数式自身对变量的要求）内，值域为










c

a
yy ；如果是条件定义域（对自变量有附加条件），采用部分分式法将原函数化为

)( bcad
dcx

c

ad
b

c

a
y 

+

−

+= ，用复合函数法来求值域. 

7，数型结合法 

例 9 已知函数 ( ) | 2 1|f x x= − . 

 

（1）用分段函数的形式表示该函数; 

（2）在所给的坐标系中画出该函数的图像,并根据图像直接写出该函数的定义域、值域(不要求写作图及解

答过程) 
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答案 1）

1
2 1( )

2
( )

1
1 2 ( )

2

x x

f x

x x


− 

= 
 − 


（2）图见解析，定义域R ，值域[0, )+  

【分析】 

（1）因为 ( ) | 2 1|f x x= − ,分别讨论
1

2
x  和

1

2
x  ,即可求得答案; 

（2）由（1）得:

1
2 1( )

2
( )

1
1 2 ( )

2

x x

f x

x x


− 

= 
 − 


,画出函数图像,即可求得答案. 

【详解】 

（1） ( ) | 2 1|f x x= −  

当
1

2
x  , ( ) 2 1f x x= − ; 

当
1

2
x  , ( ) 1 2f x x= −  



1
2 1( )

2
( )

1
1 2 ( )

2

x x

f x

x x


− 

= 
 − 


 

（2）由（1）得:

1
2 1( )

2
( )

1
1 2 ( )

2

x x

f x

x x


− 

= 
 − 


画出函数的图像,如图: 

 

根据函数图像可知: ( )f x 定义域R ,值域[0, )+ . 

10，反解法 

例 10 函数
1

1
2

2

+

−
=

x

x
y  的值域 

解法一：（逆求法） 110
1

12 −
−

+
= y

y

y
x  

         )1,1− 原函数的值域为  

解法二：（换元法）设 tx =+12
 ，则  

原函数值域即得− 112
2

01 y
t

t  

解法三：（判别式法）原函数可化为  010)1( 2 =+++− yxxy  

2 
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1） 1=y 时 不成立 

2） 1y 时， 110)1)(1(400 −+−− yyy  

11 − y  

综合 1）、2）值域 }11|{ − yy  

11、判别式法 

例 11 求函数 )1(
1

222

−
+

++
= x

x

xx
y 的值域 

解法一：（判别式法）原式可化为 02)2(2 =−+−+ yxyx  

 

 )+

−−

−−−−

,2

21

220)2(4)2(0 2

原函数值域为

舍去

或

yx

yyyy





 

解法二：（不等式法）原函数可化为 )1(2
1

1
1

1

1)1( 2

−
+

++=
+

++
= x

x
x

x

x
y   

 当且仅当 0=x 时取等号，故值域为 )+,2  

12.复合函数法 

7  求函数
342

5
2 +−

=
xx

y 的值域 

解法一：（复合函数法）令 txx =+− 342 2
，则

t
y

5
=  

11)1(2 2 +−= xt  

50  y          所以，值域 }50|{  yy  

解法二：（判别式法）化为 0)53(42 2 =−+− yyxyx  

1） 0=y 时，不成立 

2） 0y 时， 0 得 

500)53(8)4( −− yyyy  

50  y  

综合 1）、2）值域 }50|{  yy  

二、函数的三种表示法是：解析法；图象法；列表法. 

函数图象既可以是连续的曲线，也可以是直线、折线、离散的点等等，注意判断一个图形是否是函数图象的

依据； 

解析法：必须注明函数的定义域； 

图象法：描点法作图要注意：确定函数的定义域；化简函数的解析式；观察函数的特征； 

列表法：选取的自变量要有代表性，应能反映定义域的特征． 

注意啊：解析法：便于算出函数值.列表法：便于查出函数值.图象法：便于量出函数值 

一：分段函数    

在定义域的不同部分上有不同的解析表达式的函数.在不同的范围里求函数值时必须把自变量代入相应

的表达式.分段函数的解析式不能写成几个不同的方程，而就写函数值几种不同的表达式并用一个左大括号

括起来，并分别注明各部分的自变量的取值情况． 

（1）分段函数是一个函数，不要把它误认为是几个函数； 

5 1  

 

0 
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（2）分段函数的定义域是各段定义域的并集，值域是各段值域的并集 

例 1：已知 ( )
2

4, 1

log , 2,

ax x
f x

x x

+ 
= 


若函数 ( )f x 的值域为 )1,+ ，则 a 的最小值为______． 

【答案】 3−  

【详解】由题意，函数 ( )
2

4, 1

log , 2

ax x
f x

x x

+ 
= 


，可得 ( )2 1f = ， 

要使得函数 ( )f x 的值域为 )1,+ ，则满足
0

4 1

a

a




+ 
，解得 3 0a−   ， 

所以实数a 的最小值为 3− ． 

故答案为： 3− ． 

举一反三 

1.已知狄利克雷函数 ( )
1,

0,

x
f x

x


= 


是有理数

是无理数
，则下列结论正确的是（    ） 

A． ( )f x 的值域为[0,1]  B． ( )f x 定义域为R  

C． ( 1) ( )f x f x+ =  D． ( )f x 的图象经过点
1

,0
2

 
 
 

 

【答案】BC 

【详解】对于 A, ( )f x 的值域为 0,1 ，故 A 错误；对于 B, ( )f x 定义域为R ，故 B 正确； 

对于 C，当 x 是有理数时， 1x + 也为有理数，当 x 是无理数时， 1x + 也为无理数， 

故 ( ) ( )1f x f x+ = 成立，故 C 正确； 

对于 D，因为
1

1
2

f
 

= 
 

，所以 ( )f x 的图象经过点
1

,1
2

 
 
 

，故 D 错误. 

故选：BC. 

2.已知函数 f(x)=
2

1 0
2

( 1) 0

x
x

x x


+ 


− − 

， ，

， ，

则不等式 f(x) 1− 的解集是____. 

【答案】[ 4− ，2] 

【详解】由题意得

0

1 1
2

x

x





+  −


，

或 2

0

( 1) 1

x

x



− −  −

，

，
 

解得 4−  x 0 或 0<x 2，即不等式的解集为[ 4− ，2].故答案为：[ 4− ，2]. 

题型二：图像法 

例 2：1．已知图①中的图象是函数 ( )y f x= 的图象，则图②中的图象对应的函数可能是（    ） 

 

A． (| |)y f x=   B． | ( ) |y f x=   C． ( | |)y f x= −   D． ( | |)y f x= − −  

答案．C. 

【详解】图②中的图象是在图①的基础上，去掉函数 ( )y f x= 的图象在 y 轴右侧的部分， 

然后将 y 轴左侧图象翻折到 y 轴右侧， y 轴左侧图象不变得来的， 
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∴图②中的图象对应的函数可能是 ( | |)y f x= − .故选：C. 

举一反三 

1．（多选）下列选项中所给图象是函数图象的为（    ） 

A． B． C．  D．  

答案．CD 

解：根据函数的定义，在定义域内作一条直线 x a= ，将直线 x a= 在定义域内左右移动，如果直线与图象

的交点始终只有一个，则图象是函数图象，据此可判断 C，D 选项所给图象是函数图象，故选：CD. 

2（多选）．已知甲、乙两车由同一起点同时出发，并沿同一路线(假定为直线)行驶.甲车、乙车的速度曲线

分别为 V 甲和 V 乙(如图所示).那么对于图中给定的 t0 和 t1，下列判断中一定正确的是（    ） 

 

A．在 t1时刻，甲车的速度大于乙车的速度 B．t0 时刻后，甲车的速度小于乙车的速度 

C．在 t0时刻，两车的位置相同     D．在 t0 时刻，甲车在乙车前面 

答案：BD 

【详解】由图可知，当时间为 t1 时，甲车的速度小于乙车的速度，所以选项 B 正确，选项 A 错误；t0 时刻

之前，甲车的速度一直大于乙车，时间相同的情况下，甲车行驶路程大于乙车行驶路程，故 t0时刻甲车在

乙车前面.所以选项 D 正确，选项 C 错误.故选：BD 

题型三：列表法 

例 3：1．下表表示 y是 x的函数，则函数的值域是（    ） 

x 2x   2 3x   3x   

y 1 0 1 

A． 0 1y y   B．R  C． 0,1,1  D． 0,1  

【答案】D 

【详解】由题意，该函数的值域是 0,1 .故选：D. 

举一反三 

已知下列表格表示的是函数 ( )s g t= ,写出 ( 2), (0), ( 3)g g g− . 

t  ( ,0)−  0 (0, )+  

s  1−  0 1 

【答案】 ( 2) 1, (0) 0, ( 3) 1g g g− = − = =  

【详解】 ( )2 ,0−  − ，  0 0 ， ( )3 0, +     ( )2 1g − = − ， ( )0 0g = ， ( )3 1g =  

四：求解析式 

1. 凑配法 

例 4：已知 f
1

x
x

 
− 

 
=x2+

2

1

x
，求 f(x)； 
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【详解】(配凑法)∵

2

2

2

1 1 1
2f x x x

x x x

   
− = + = − +   

   
，∴ ( ) 2 2f x x= + . 

2.换元法 

例 5：1.已知数
2( 1) ( 1)f x x+ = − ，则 ( )f x 的解析式为（    ） 

A．
2( )f x x=  B．

2( ) ( 2)f x x= −  C．
2( ) 1f x x= − D．

2( ) ( 1)f x x= +  

【答案】B 

【详解】设 1x t ，则 1x t= − ，则 ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2f t t t= − − = − ，即 ( ) ( )
2

2f x x= − .故选：B 

3.待定系数法 

例 6：已知一次函数 ( )y f x= 满足3 (1 ) 2 (1 ) 4 3f x f x x+ − − = + ，则 ( )f x ＝________. 

【答案】
4 11

5 5
x +  

【详解】设 ( ) ( 0)f x kx b k= +  ，则由3 (1 ) 2 (1 ) 4 3f x f x x+ − − = + ， 

得3[ ( 1) ] 2[ (1 ) ] 4 3k x b k x b x+ + − − + = + ，即 (5 4) 3 0k x k b− + + − = ，故
5 4,

3,

k

k b

=


+ =
解得

4 11
,

5 5
k b= = ，所以

4 11
( )

5 5
f x x= + .故答案为：

4 11

5 5
x + . 

4. 方程组法 

例 7：已知 ( ) ( )
1

2 0f f x x x
x

 
+ =  

 
，求 ( )f x . 

【详解】由 f(x)＋2f 
1

x

 
 
 

＝x，将 x 换为
1

x
，得 f

1

x

 
 
 

＋2f(x)＝
1

x
， 

于是得关于 f(x)与 f 
1

x

 
 
 

的方程组

1
( ) 2 ,

1 1
2 ( )

f x f x
x

f f x
x x

  
+ = 

  


  + =   

， 

消去
1

( )f
x

得 f(x)＝
2

3x
－

3

x
 (x≠0). 

5.赋值法 

例 8：若函数 ( )f x 满足 ( ) 22 1 4f x x+ = ，则 ( )3f − =（    ） 

A．4 B．12 C．16 D．36 

【答案】C 解：令 2x = − ，得 ( ) ( )( ) ( )
2

2 2 1 4 2 163 ff  − +  −− == = ．故选：C． 

四．函数的单调性 

1、定义： 

（1）设函数 )(xfy = 的定义域为 A ，区间M A ，如果取区间M 中的任意两个值 21 , xx ,当 1 2x x  时，都

有 ( ) ( )1 2f x f x ，那么就称函数 )(xfy = 在区间M 上是增函数，如图（1）当 1 2x x 时，都有 ( ) ( )1 2f x f x ，

那么就称函数 )(xfy = 在区间M 上是减函数，如图（2） 
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注意：函数单调性定义中的 1 2,x x 有三个特征,一是任意性，二是有大小，三是同属于一个单调区间． 

 

2、巩固概念： 

1、定义的另一种表示方法 

如果对于定义域 I 内某个区间 D 上的任意两个自变量 1 2,x x ，若
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x

−


−
  即 0





x

y
，则函数

( )y f x= 是增函数，若
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x

−


−
即 0





x

y
，则函数 ( )y f x= 为减函数. 

强调几点： 

①单调性是对定义域内某个区间而言的，离开了定义域和相应区间就谈不上单调性． 

②对于某个具体函数的单调区间，可以是整个定义域(如一次函数)，可以是定义域内某个区间(如二次函数)，

也可以根本不单调(如常函数)． 

③单调性是对定义域的某个区间上的整体性质，不能用特殊值说明问题. 

④函数在定义域内的两个区间 A,B 上都是增（或减）函数，一般不能认为函数在 A B 上是增（或减）函

数． 

熟记以下结论，可迅速判断函数的单调性． 

1．函数 y＝－f（x）与函数 y＝f（x）的单调性相反． 

2．当 ( )f x 恒为正或恒为负时，函数
( )

1
y

f x
= 与 ( )y f x= 的单调性相反． 

3．在公共区间内，增函数＋增函数＝增函数，增函数－减函数＝增函数等 

3．判断函数单调性的方法 

（1）定义法． 

（2）直接法．运用已知的结论，直接得到函数的单调性，如一次函数，二次函数的单调性均可直接说出． 

（3）图象法． 

4.函数的单调性 （1）设  1 2 1 2, , ,x x a b x x  那么 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 0x x f x f x− −    
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x

−


−
( )f x 在  ,a b 上是增函数； 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 0x x f x f x− −    
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x

−


−
( )f x 在  ,a b 上是减函数. 

5.单调性性质： 
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     ①增函数+增函数=增函数；  ②减函数+减函数=减函数； 

     ③增函数-减函数=增函数；  ④减函数-增函数=减函数； 

注：上述结果中的函数的定义域一般情况下是要变的，是等号左边两个函数定义域的交集. 

 

6. 复合函数单调性的判断方法： 

⑴如果函数 )(xf 和 )(xg 都是减函数（增函数）,则在公共定义域内, 

   和函数 )()( xgxf + 也是减函数（增函数）; 

⑵对于复合函数 ( )y f g x=   的单调性，必须考虑 ( )y f u= 与 ( )u g x= 的单调性，从而得到 ( )y f g x=    的

单调性. 

( )y f u=  ( )u g x=  ( )y f g x=     

增函数 增函数 增函数 

增函数 减函数 减函数 

减函数 增函数 减函数 

减函数 减函数 增函数 

小结：同增异减 

研究函数的单调性，定义域优先考虑，且复合函数的单调区间是它的定义域的某个子集. 

题型一：定义法证明或判断函数的单调性 

例 1：（2020·山东·高考真题）已知函数 ( )f x 的定义域是R ，若对于任意两个不相等的实数 1 2,x x ，总有

( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x

−


−
成立，则函数 ( )f x 一定是（    ） 

A．奇函数 B．偶函数 C．增函数 D．减函数 

【答案】C 

【详解】对于任意两个不相等的实数 1
x ， 2

x ，总有
( ) ( )2 1

2 1

0
f x f x

x x

−


−
成立， 

等价于对于任意两个不相等的实数 1 2x x ，总有 ( ) ( )1 2f x f x . 

所以函数 ( )f x 一定是增函数.故选：C 

题型二：求函数的单调区间 

例 2：设函数
3

3

1
( )f x x

x
= − ,则 ( )f x （    ） 

A．是奇函数，且在(0,+∞)单调递增 B．是奇函数，且在(0,+∞)单调递减 

C．是偶函数，且在(0,+∞)单调递增 D．是偶函数，且在(0,+∞)单调递减 

【答案】A 

【详解】因为函数 ( ) 3

3

1
f x x

x
= − 定义域为 0x x  ，其关于原点对称，而 ( ) ( )f x f x− = − ， 

所以函数 ( )f x 为奇函数． 

又因为函数
3y x= 在(0,+∞）上单调递增，在(-∞,0）上单调递增， 

而
3

3

1
y x

x

−= = 在(0,+∞）上单调递减，在(-∞,0）上单调递减， 

所以函数 ( ) 3

3

1
f x x

x
= − 在(0,+∞）上单调递增，在(-∞,0）上单调递增． 

故选：A． 

题型三：根据函数的单调性求参数 

例 3：（2021·江西·模拟预测）若函数
1

( )
x m

f x
x m

+ −
=

−
在 (2, )+ 上单调递减，则实数m 的取值范围是

（    ） 

A．
1

2,
2

 
− 
 

 B．
1

,
2

 
− 
 

 C．
1

, 2
2

 
 
 

 D．
1

,
2

 
+ 

 
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【详解】
1 2 1 2 1

( ) 1
x m x m m m

f x
x m x m x m

+ − − + − −
= = = +

− − −
， 

( )f x 在 (2, )+ 上单调递减，则
2

2 1 0

m

m




− 
，所以

1
2

2
m  ．故选：C． 

 

题型四：根据图像判断函数的单调性 

例 2：（2021·贵州·高二学业考试）定义在区间[ 2,2]− 上的函数 ( )f x 的图象如图所示，则 ( )f x 的单调递减区

间为（    ） 

 

A．[ 2, 1]− −  B．[ 1,1]−  C．[ 2,0]−  D．[ 1,2]−  

【答案】B 

【详解】由题图知：在[ 1,1]− 上 ( )f x 的单调递减，在 ( 2, 1), (1,2)− − 上 ( )f x 的单调递增， 

所以 ( )f x 的单调递减区间为[ 1,1]− . 

故选：B 

题型五：复合函数的单调性 

例 5：（2021·上海浦东新·三模）函数 2 1y x= − 的单调递减区间为___________. 

【答案】 ( , 1]− − (或 ( , 1)− − 都对) 

【解析】 

利用复合函数的单调性，同增异减，即可得到答案； 

【详解】 

令 2 1t x= − ，则 y t= ， 

2 1t x= − 在 ( , 1)− − 单调递减， y t= 在 (0, )+ 单调递增， 

根据复合函数的单调性可得： 2 1y x= − 在 ( , 1)− − 单调递减， 

故答案为： ( , 1)− −  

题型六：根据函数的单调性解不等式 

例 6：（2022·河北邢台·高考模拟）函数 ( )y f x= 在 R 上为增函数，且 (2 ) ( 9)f m f m + ，则实数m 的取值范

围是（    ） 

A． ( )9,+  B． )9,+  C． ( ), 9− −  D．( , 9− −  

【答案】A 

解：∵ ( )y f x= 在 R 上为增函数，且 (2 ) ( 9)f m f m + ，∴2 9m m + ，解得 9m  ， 

故选：A． 

题型七：根据函数的单调性比较大小 

例 7：（2021·全国·模拟预测（文））已知偶函数 y=f(x)在区间 ( ,0]− 上是减函数，则下列不等式一定成立的

是（    ） 

A． (2) ( 3)f f −  B． ( 2) (1)f f−   

C． ( 1) (2)f f−   D． ( 1) (2)f f−   

【答案】D 

【详解】因为偶函数 y=f(x)在区间(﹣∞，0]上是减函数， 

所以 f(x)在(0，+∞)上是增函数， 

对于 A，f(﹣3)=f（3），0<2<3，所以 f（2）<f（3）=f(﹣3)，故 A 错误； 

对于 B，f(﹣2)=f（2），2>1>0，所以 f(﹣2)=f（2）>f（1），故 B 错误； 

对于 C､D，f(﹣1)=f（1），0<1<2，所以 f(﹣1)=f（1）<f（2），故 C错误，D正确. 
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故选：D. 

题型 8：根据解析式判断函数的单调性 

例 8：（2021·福建省德化第一中学高一阶段练习）函数
1

( )f x
x

= 的单调递减区间是（    ） 

A． ( ,0),(0, )− +  B． (0, )+  C． ( ,0) (0, )− +  D． ( ,0)−  

【答案】A 

解：因为
1

( )f x
x

= 定义域为 ( ,0) (0, )− + ，函数在 ( ,0)− 和 (0, )+ 上单调递减， 

故函数的单调递减区间为 ( ,0)− 和 (0, )+ ；故选：A 

题型九：单调性综合应用 

例 9：1．（2021·全国·高考真题（文））下列函数中是增函数的为（    ） 

A． ( )f x x= −  B． ( )
2

3

x

f x
 

=  
 

 C． ( ) 2f x x=  D． ( ) 3f x x=  

【答案】D 

【详解】对于 A， ( )f x x= − 为 R 上的减函数，不合题意，舍. 

对于 B， ( )
2

3

x

f x
 

=  
 

为 R 上的减函数，不合题意，舍. 

对于 C， ( ) 2f x x= 在 ( ),0− 为减函数，不合题意，舍. 

对于 D， ( ) 3f x x= 为 R 上的增函数，符合题意，故选：D. 

五. 奇函数、偶函数的定义 

（1）奇函数：设函数 ( )y f x= 的定义域为D ，如果对D 内的任意一个 x ，都有 ( ) ( )f x f x− = − ，则这个

函数叫奇函数.  

（2）偶函数：设函数 ( )y f x= 的定义域为D ，如果对D 内的任意一个 x ，都有 ( ) ( )f x f x− = ，则这个函

数叫做偶函数. 

（3）奇偶性：如果函数 是奇函数或偶函数，那么我们就说函数 具有奇偶性. 

（4）非奇非偶函数：无奇偶性的函数是非奇非偶函数. 

注意：（1）奇函数若在 时有定义，则 ． 

（2）若 ( ) 0f x = 且 ( )f x 的定义域关于原点对称，则 ( )f x 既是奇函数又是偶函数． 

2．奇(偶)函数的基本性质 

(1)对称性：奇函数的图象关于原点对称，偶函数的图象关于 y 轴对称． 

(2)单调性：奇函数在其对称区间上的单调性相同，偶函数在其对称区间上的单调性相反． 

3. 判断函数奇偶性的方法 

（1）图像法 

（2）定义法  

○1  首先确定函数的定义域，并判断其定义域是否关于原点对称； 

○2  确定 f(－x)与 f(x)的关系； 

○3  作出相应结论： 

若 ( ) )  (f x f x=－   或 ( )  (  0)f x f x =－ － ，则 ( )f x 是偶函数； 

若 ( ) ( )f x f x=－ －  或 ( )  (  0)f x f x =－ ＋ ，则 ( )f x 是奇函数． 

题型一  判断函数的奇偶性 

例 1：判断下列函数的奇偶性： 

(1) ( ) 4 22f x x x= − ； 

(2) ( ) 5f x x x= − ； 

(3) ( ) 2

3

1

x
f x

x
=

−
； 

( )f x ( )f x

0x = (0) 0f =

http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
http://www.zxxk.com/
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(4) ( )f x x x= + ． 

【解析】(1) ( )f x 的定义域为R ，它关于原点对称. 

( ) ( ) ( ) ( )
4 2 4 22 2x f xf x x x x= −− − − == − ，故 ( )f x 为偶函数. 

(2) ( )f x 的定义域为R ，它关于原点对称. 

( ) ( ) ( ) ( )
5 5f x x x x f xx =− = − − + = −− − ，故 ( )f x 为奇函数. 

(3) ( )f x 的定义域为 ( ) ( ) ( ), 1 1,1 1,− − − + ，它关于原点对称. 

( )
( )

( )2

3

1

x
f x f x

x

−
− = = −

− −
，故 ( )f x 为奇函数. 

(4) ( ) ( )1 1 1 2, 1 0f f= + = − = ， 

故 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1 1f f f f − −  − ，故 ( )f x 为非奇非偶函数. 

题型二  利用函数的奇偶性求函数值 

例 2：1．已知 ( )f x 在R 上是偶函数，且满足 ( ) ( )4f x f x+ = ，当 ( )0 2x ， 时， ( ) 22f x x= ，则 ( )7f =

（    ） 

A．2  B． 2−  C． 98−  D．98  

【答案】A 

解： ( )f x 在 R 上是偶函数，且满足 ( ) ( )4f x f x+ = ，当 ( )0 2x ， 时， ( ) 22f x x= ， 

则 (7) ( 1) (1) 2f f f= − = = ．故选：A． 

举一反三 

已知函数 ( )f x 是奇函数，当 0x  时， ( ) 2 1xf x = − ，则 ( )2f − =（    ） 

A．1 B．
3

4
−  C．3  D． 3−  

【答案】D 

【详解】当 0x  时， ( ) 2 1xf x = − ，则 ( ) 22 2 1 3f = − = ， 

因为函数 ( )f x 是奇函数，则 ( ) ( )2 2 3f f− = − = − .故选：D. 

题型三  利用函数的奇偶性求函数解析式 

例 3：若 ( )f x 是定义在R 上的奇函数，且 ( )1f x + 是偶函数，当0 1x  时， ( ) 1exf x −= ，则当2 3x 

时， ( )f x 的解析式为（    ） 

A．
1( ) e xf x −= −  B．

1( ) exf x += −  

C．
3( ) exf x −= −  D．

3( ) e xf x −= −  

【答案】C 

【详解】因为 ( )f x 是定义在R 上的奇函数，且 ( )1f x + 是偶函数， 

所以 ( ) ( ) ( )1  1  1f x f x f x+ = − = − − ，即 ( ) ( )2f x f x= − − ， 

当 2 3x  时，0 2 1x −  ，所以 ( ) ( ) 32 xf x f x e −= − − = − ．故选：C 

举一反三 

1.若定义在 R 上的偶函数 ( )f x 和奇函数 ( )g x 满足 ( ) ( ) xf x g x e+ = ，求 ( )g x . 

解：因为 ( )f x 为偶函数， ( )g x 为奇函数 

    所以 ( ) ( )f x f x− = ， ( ) ( )g x g x− = −  

    因为 ( ) ( ) xf x g x e+ =        ① 

所以 ( ) ( ) xf x g x e−− + − =  

所以 ( ) ( ) xf x g x e−+ − =      ② 

由①②式消去 ( )f x ，得 ( )
2

x xe e
g x

−−
= . 
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类型四：根据奇偶性求参数 

例 4：若函数 ( ) ( )3 2 2x xx af x −=  − 是偶函数，则 =a （    ） 

A．-1 B．0 C．1 D． 

【答案】C 

【详解】由已知， ( ) ( )3 2 2x xx af x −=  − ，所以 ( ) ( )3( ) 2 2x xf x ax −= −  −− ， 

函数 ( )f x 为偶函数，所以 ( ) ( )f x f x= − ，所以 ( ) ( )3 32 2 ( ) 2 2x x x xx a x a− − − = −  − ，整理得：
3( 1)(2 2 ) 0x xa x−− − = ，所以 1a = .故选：C. 

举一反三 

1.已知 ( ) 2 2x xf x k −=  + 为奇函数，则 k = ______． 

【答案】 1−  

【详解】由题意 ( ) 2 2x xf x k −=  + 是奇函数，则 ( ) ( )f x f x− = − ，即 2 2 2 2x x x xk k− − + = −  − ， 

故 ( 1) (2 2 ) 0x xk −+  + = ，由于2 2 0x x− +  ，故 1k = −  ，故答案为： 1−  

类型五：利用奇偶性求范围问题 

例 4：定义在 R 上的偶函数 ( )f x 在 )0, + 上单调递减，且 ( )3 0f − = ，若不等式 ( ) 0f x m−  的解集为

( )1 5− ， ，则m 的值为（    ） 

A．3  B． 2  C． 2−  D． 3−  

【答案】B 

【详解】因为 ( )f x 为偶函数， ( ) ( )3 3 0f f= − = ， ( )f x 在 )0 +， 单调递减，若 ( ) 0f x  ，则

( ) ( )3f x f ，不等式 ( ) 0f x m−  可转化为 ( ) ( )3f x m f−  ，所以 3x m−  ，解得： 3 3m x m−   + ，

所以 3 1m − = − 且 3 5+ =m ，即 2m = .故选:B. 

六、函数的周期性 

1.周期函数的定义：对于 ( )f x 定义域内的每一个 x ，都存在非零常数T ，使得 ( ) ( )f x T f x+ = 恒成立，则

称函数 ( )f x 具有周期性，T 叫做 ( )f x 的一个周期，则 ( ), 0kT k Z k  也是 ( )f x 的周期，所有周期中的最

小正数叫 ( )f x 的最小正周期. 

2.几种特殊的抽象函数：具有周期性的抽象函数： 

函数 ( )y f x= 满足对定义域内任一实数 x （其中 a 为常数）, 

（1） ( ) ( )f x f x a= + ，则 ( )f x 是以T a= 为周期的周期函数； 

（2） ( ) ( )f x a f x+ = − ，则 ( )f x 是以 2T a= 为周期的周期函数； 

（3） ( )
( )

1
f x a

f x
+ =  ，则 ( )f x 是以 2T a= 为周期的周期函数； 

（4） ( ) ( )f x a f x a+ = − ，则 ( )f x 是以 2T a= 为周期的周期函数； 

（5） ( )
( )

( )

1

1

f x
f x a

f x

−
+ =

+
，则 ( )f x 是以 2T a= 为周期的周期函数. 

（6） ( )
( )

( )

1

1

f x
f x a

f x

−
+ = −

+
，则 ( )f x 是以 4T a= 为周期的周期函数. 

（7） ( )
( )

( )

1

1

f x
f x a

f x

+
+ =

−
，则 ( )f x 是以 4T a= 为周期的周期函数. 

类型一：判断周期函数 

例 7：定义在R 上的函数 ( )f x 满足 ( )2 ( ) 1f x f x+ = − ，则下列函数中是周期函数的是（    ） 

A． ( )4y f x x= −  B． 2 ( )y f x x= +  C． ( )y f x x= −  D． ( ) 2y f x x= +  

【答案】B 

【详解】依题意，定义在R 上的函数 ( )f x 满足 ( )2 ( ) 1f x f x+ = − ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2+ + + = − + + = +f x x f x x f x x ， 
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所以 ( )2= +y f x x是周期为2 的周期函数.故选：B. 

类型二：周期性求值求值 

例 8：已知函数 f(x)是定义在 R 上的周期为 2 的奇函数，当 0<x<1 时，f(x)＝16x，则 f 
5

( )
2

− ＋f(1)=

（    ） 

A．－8 B．－4 C．12 D．20 

【答案】B 

【详解】根据题意可得：
1

2
5 5 1

16 4
2 2 2

f f f
     
− = − = − = − = −     
     

 

( ) ( ) ( )1 1 1f f f= − − = − ，可得 ( )1 0f = ( )
5

1 4
2

f f
 
− + = − 
 

故选：B． 

类型三：周期性求函数解析式 

例 9：设定义在 R 上的奇函数 ( )y f x= ，满足对任意的 t R 都有 ( ) ( )1f t f t= − ，且当
1

0,
2

x
 

 
 

时， ( ) 2f x x= − ，

则 ( )
3

3
2

f f
 

+ − 
 

的值等于（    ） 

A．
1

2
−  B．

1

3
−  C．

1

4
−  D．

1

5
−  

【答案】C 

【详解】由于函数 ( )y f x= 为 R 上的奇函数，满足对任意的 t R 都有 ( ) ( )1f t f t= − ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 2 1 2 1 1 0 0f f f f f f f f= − = − = − = − − = − − = = = ， 

2
3 3 3 1 1 1 1

1
2 2 2 2 2 2 4

f f f f f
           
− = − = − − = − − = = − = −           
           

， 

因此， ( )
3 1

3
2 4

f f
 

+ − = − 
 

.故选：C. 

类型三：周期+奇偶性 

例 6：已知函数 ( 2)y f x= − 为奇函数， ( 1)y f x= + 为偶函数，且 (0) (6) 4f f− = ，则 (2022)f =

___________. 

【答案】 2−  

【详解】因为函数 ( 2)y f x= − 为奇函数， ( 1)y f x= + 为偶函数， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 1 1f x f x f x f x− − = − − − = +  ， 

即 ( 4) ( ), (2 ) ( )f x f x f x f x− − = − − =  ， 

故 ( 4) (2 )f x f x− − = − − ，即 ( 6) ( )f x f x− = −  ， 

故 ( 6) ( )f x f x+ = − ，即 ( 12) ( )f x f x+ = ， 

令 0x =  ，则由 ( 6) ( )f x f x+ = − 可得 (6) (0)f f= − ， 

结合 (0) (6) 4f f− = 得， (6) 2f = −  ， 

所以 (2022) (168 12 6) (6) 2f f f=  + = = − ， 

故答案为： 2−  

七．函数对称性（异号对称） 

（1）轴对称：若函数 ( )f x 关于直线 x a= 对称，则 

① ( ) ( )f a x f a x+ = − ； 

② ( ) ( )2f x f a x= − ； 

③ ( ) ( )2f x f a x− = +  

（2）点对称：若函数 ( )f x 关于点 ( ),0a 对称，则 

① ( ) ( )f a x f a x+ = − −  

② ( ) ( )2f x f a x= − −  
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③ ( ) ( )2f x f a x− = − +  

（3）点对称：若函数 ( )f x 关于点 ( ),a b 对称，则 

① ( ) ( ) 2f a x f a x b+ = − − +  

② ( ) ( )2 2f x f a x b= − − +  

③ ( ) ( )2 2f x f a x b− = − + +  

题型一：对称性的判定 

例 11：定义在R 上的函数 ( )f x 满足 ( ) ( )4 2f x f x− + = .若 ( )f x 的图象关于直线 4x = 对称，则下列选项中

一定成立的是（    ） 

A． ( )2 1f − =  B． ( )0 0f =  C． ( )4 2f =  D． ( )6 1f = −  

【答案】A 

解：因为函数 ( )f x 满足 ( ) ( )4 2f x f x− + = ， 

所以 ( ) ( ) ( )4 2 2 2 2 2f f f− + = = ，所以 ( )2 1f = ， 

又 ( )f x 的图象关于直线 4x = 对称， 

所以 ( ) ( )6 2 1f f= = ，且 ( ) ( )4 4f x f x− = + ， 

则 ( ) ( )4 2f x f x+ + = ， 

所以 ( ) ( )4 2 2 2f f− + − = ， 

所以 ( )2 1f − = − ， 

无法求出 ( ) ( )0 , 4f f . 

故选：A. 

题型二：由函数对称性求函数值 

例 12：函数 ( )y f x= 为偶函数，且图象关于直线
3

2
x = 对称， ( )5 4f = ，则 ( )1f − =（    ） 

A．3 B．4 C． 3−  D． 4−  

【答案】B 

【详解】因为函数 ( )y f x= 的图象关于直线
3

2
x = 对称，所以 ( )( 2) 5 4f f− = = ， 

又因为函数 ( )y f x= 为偶函数，所以 ( )2(2) 4f f −= = ， ( )1 (1)f f− = ， 

而函数 ( )y f x= 的图象关于直线
3

2
x = 对称，所以 ( )1 (1) (2) 4f f f− = = = . 

故选：B 

题型三：由周期性与对称性求函数解析式 

例 13：函数 ( )f x 的图象与曲线 2logy x= 关于 x 轴对称，则 ( )f x =（    ） 

A．2x  B． 2x−  

C． 2log ( )x−  D． 2

1
log

x
 

【答案】D 

【详解】任取函数 ( )f x 上的一点 ( ),x y ， 

由函数 ( )f x 的图象与曲线 2logy x= 关于 x 轴对称， 

则点 ( ),x y 关于 x 轴对称的点坐标为 ( ),x y− ，又点 ( ),x y− 在曲线 2logy x= 上， 

可得 2 2 2log log log
1

y y
x

x x− =  = − = ，则 ( ) 2

1
logf x

x
= . 

故选：D. 

题型四：由周期性与对称性比较大小 

例 14：已知函数 ( )f x 是奇函数，且 ( 2) ( )f x f x+ = − ，若 ( )f x 在 1,0− 上是增函数，
3 13

(1), ( ), ( )
2 3

f f f 的大

小关系是（    ） 
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A．
3 13

(1) ( ) ( )
2 3

f f f   B．
3 13

( ) (1) ( )
2 3

f f f   

C．
13 3

( ) (1) ( )
3 2

f f f   D．
13 3

( ) ( ) (1)
3 2

f f f   

【答案】D 

【详解】∵ ( ) ( )2f x f x+ = − ，函数 f x（ ）是奇函数，∴ ( ) ( ) ( )2f x f x f x+ = − = − ， 

∴函数 f x（ ）关于 1x = 对称，且 4f x f x+ =（ ） （ ），∴函数是周期为 4 的周期数列． 

∵ f x（ ）在[﹣1，0]上是增函数，∴ f x（ ）在[﹣1，1]上是增函数， f x（ ）在[1，2]上是减函数，

13 1 1 5
4

3 3 3 3
f f f f
       

= + = =       
       

，∵ f x（ ）在[1，2]上是减函数，且 1＜
3

2
＜

5

3
，∴ ( )

3 5
1

2 3
f f f

   
    

   
, 

即 ( )
3 13

1
2 3

f f f
   

    
   

，故选 D． 

题型五  函数性质的综合应用 

例 15： （2022·重庆·西南大学附中模拟预测）函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) 2f x f x+ − = ， (1 ) (1 ) 0f x f x+ − − = ，当

[0,1]x 时， ( ) 1f x x= + ，则关于 x 的方程
1

( )
2022x

f x = 在 [0,2022]x 上的解的个数是（    ） 

A．1010 B．1011 C．1012 D．1013 

【答案】B 

【解析】因为函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) 2f x f x+ − = ，所以函数 ( )f x 关于点 ( )0,1 对称， 

因为 (1 ) (1 ) 0f x f x+ − − = ，即 (1 ) (1 )f x f x+ = − ，所以函数 ( )f x 关于直线 1x = 对称， 

因为当 [0,1]x 时， ( ) 1f x x= + ， 

所以，结合函数性质，作出函数图像，如图所示：    

 

由图可知，函数 ( )f x 为周期函数，周期为 4T = ， 

由于函数  2,6x 一个周期内， ( )y f x= 与
1

2022x
y = 有 2 个交点， 

在 [0,2]x 上， ( )y f x= 与
1

2022x
y = 有 1 个交点， 

所以根据函数周期性可知，当 [0,2022]x 时， ( )y f x= 与
1

2022x
y = 有

2020
2 1 1011

4
 + = 个交点. 

所以关于 x 的方程
1

( )
2022x

f x = 在 [0,2022]x 上的解的个数是1011个. 

故选：B 

 

奇偶性周期性及对称性综合应用 

1．（2022·全国·高考真题）已知函数 ( )f x 的定义域为 R，且 ( ) ( ) ( ) ( ), (1) 1f x y f x y f x f y f+ + − = = ，则
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22

1

( )
k

f k
=

= （    ） 

A． 3−  B． 2−  C．0 D．1 

【答案】A 

【详解】因为 ( ) ( ) ( ) ( )f x y f x y f x f y+ + − = ，令 1, 0x y= = 可得， ( ) ( ) ( )2 1 1 0f f f= ，所以 ( )0 2f = ，令

0x = 可得， ( ) ( ) ( )2f y f y f y+ − = ，即 ( ) ( )f y f y= − ，所以函数 ( )f x 为偶函数，令 1y = 得，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1f x f x f x f f x+ + − = = ，即有 ( ) ( ) ( )2 1f x f x f x+ + = + ，从而可知 ( ) ( )2 1f x f x+ = − − ，

( ) ( )1 4f x f x− = − − ，故 ( ) ( )2 4f x f x+ = − ，即 ( ) ( )6f x f x= + ，所以函数 ( )f x 的一个周期为6． 

因为 ( ) ( ) ( )2 1 0 1 2 1f f f= − = − = − ， ( ) ( ) ( )3 2 1 1 1 2f f f= − = − − = − ， ( ) ( ) ( )4 2 2 1f f f= − = = − ，

( ) ( ) ( )5 1 1 1f f f= − = = ， ( ) ( )6 0 2f f= = ，所以 

一个周期内的 ( ) ( ) ( )1 2 6 0f f f+ + + = ．由于 22 除以 6 余 4， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

1

1 2 3 4 1 1 2 1 3
k

f k f f f f
=

= + + + = − − − = − ． 

故选：A． 

八．幂函数 

1.概念：形如 ( )y x R  ＝ 的函数称为幂函数，其中 x 是自变量， 是常数． 

2．幂函数的图像及性质 

 

    
1

y
x

=       

1

2y x=           
2y x=          

3y x=          y x=  

 

 y＝x y＝x2 y＝x3 y＝x y＝x
－1 

定义域 R R R [0，＋∞) 
{x|x∈R 且

x≠0} 

值域 R [0，＋∞) R [0，＋∞) 
{y|y∈R 且

y≠0} 

奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数 
非奇非偶函

数 
奇函数 

单调性 增 

x∈[0，＋∞)

时，增；x∈

(－∞，0]

时，减 

增 增 

x∈(0，＋∞)

时，减；x∈

(－∞，0)

时，减 

3. 幂值的大小比较 

（1）直接法:当幂指数相同时,可直接利用幂函数的单调性来比较. 

（2）转化法:当幂指数不同时,可以先转化为相同幂指数,再运用单调性比较大小. 

（3）中间值法:当底数不同且幂指数也不同而不能运用单调性比较大小时,可选取适当的中间值与两数分别

比较,从而达到比较大小的目的. 

4.幂函数性质的应用 

利用幂函数的性质解不等式,实际上就是利用幂函数的单调性,将不等式的大小关系转化为自变量的大小关
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系,解不等式(组)求参数范围时,注意分类讨论思想的应用. 

题型一：幂函数的定义 

例 1：（2021·江西·模拟预测）已知幂函数 ( )f x mx= 的图象过点( )2,8 ，则m + =（    ） 

A．0 B．2 C．4 D．5 

【答案】C 

解：因为 ( )f x mx= 为幂函数所以 1m =  

又 ( )f x mx= 的图象过点 ( )2,8 即8 2= 解得 3 = 所以 4m + = 故选：C. 

题型二：幂函数的定义域 

例 2：（2022·上海·高考真题）下列幂函数中，定义域为 R 的是（    ） 

A． 1y x−=  B．
1

2y x
−

=  C．
1

3y x=  D．
1

2y x=  

【答案】C 

【详解】对选项A ，则有： 0x  对选项B，则有： 0x   

对选项C，定义域为： R 对选项D ，则有： 0x  故答案选：C  

题型三：幂函数的值域 

 

例 3：（2020·江苏·高考真题）已知 y=f(x)是奇函数，当 x≥0 时， ( )
2

3 f x x=  ，则 f(-8)的值是____. 

【答案】 4−  

【详解】
2

3(8) 8 4f = = ，因为 ( )f x 为奇函数，所以 ( 8) (8) 4f f− = − = −  

故答案为： 4−  

题型四：幂函数的单调性 

例 4：（2011·上海·高考真题（文））下列函数中，既是偶函数，又是在区间 (0, )+ 上单调递减的函数为

（ ） 

A． 2y x  B． 1y x−=  C． 2y x  D．
1

3y x=  

【答案】A 

【详解】由偶函数定义知，仅 A,C 为偶函数， C. 
2y x 在区间 (0, )+ 上单调递增函数，故选 A． 

题型五：幂函数的奇偶性 

例 5：（2022·吉林吉林·模拟预测（文））设
1

,1, 2
2


 

 
 

，使函数 y x= 的定义域是 R，且为偶函数的所有

 的值是（    ） 

A．2 B．1，2 

C．
1

2
，2 D．

1

2
，1，2 

【答案】A 

【详解】当
1

2
 = 时， y x x= = ，定义域为 )0, + ，故

1

2
  ； 

当 1 = 时， y x x= = ，定义域为R ，但是为奇函数，故 1  ； 

当 2 = 时，
2y x x= = ，定义域为R ，为偶函数，故 2 = .故选：A 

题型六：幂函数的图像判断与应用 

例 6：（2021·河北石家庄·模拟预测）已知幂函数 ay x= 与
by x= 的部分图象如图所示，直线

1

4
x = ，

1

2
x = 与

ay x= ，
by x= 的图象分别交于 A､B､C､D 四点，且 AB CD= ，则

1 1

2 2a b
+ =（    ） 
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A．
1

2
 B．1 C． 2  D．2 

【答案】B 

【详解】由 AB CD= 得
1 1 1 1

4 4 2 2

a b a b

       
− = −       

       
，即

1 1 1 1 1 1
0

2 2 2 2 2 2

a b a b a b              
− + = −               

                 
，所

以
1 1

1
2 2

a b

   
+ =   

   
，故选：B． 

题型七：幂函数过定点问题 

例 7：（2021·浙江浙江·高一期末）以下结论正确的是（    ） 

A．当 0 = 时，函数 y x= 的图象是一条直线 

B．幂函数的图象都经过 ( )0,0 、 ( )1,1 两点 

C．若幂函数 y x= 的图象关于原点对称，则 y x= 在定义域内 y 随 x 的增大而增大 

D．幂函数的图象不可能在第四象限，但可能在第二象限 

【答案】D 

【解析】对于 A 选项，当 0 = 时，函数 0 1y x= = 的定义域为 0x x  ，所以，函数 0y x= 的图象是两条射

线，A 选项错误；对于 B 选项，幂函数 1y x−= 不经过原点，B 选项错误；对于 C 选项，幂函数 1y x−= 的图

象关于原点对称，但函数
1y x−= 在定义域内不单调，C 选项错误；对于 D 选项，由于幂函数在第一象限必

有图象，若幂函数在第四象限有图象，与函数的定义矛盾，所以，幂函数的图象不可能在第四象限，若幂

函数为偶函数，则幂函数在第二象限有图象，D 选项正确.故选：D. 

题型八：幂函数中的参数问题 

例 8：（2021·福建·漳州三中高一期中）已知函数 ( )
22 2 2( ) 1 m mf x m m x − −= − − 是幂函数，且在 (0, )+ 上递增，

则实数m =（    ） 

A．2 B． 1−  C．4 D．2 或 1−  

【答案】B 

【解析】因函数 ( )
22 2 2( ) 1 m mf x m m x − −= − − 是幂函数，则 2 1 1m m− − = ，即 2 2 0m m− − = ，解得 1m = − 或

2m = ， 

当 1m = − 时，函数 ( )f x x= 在 (0, )+ 上递增，则 1m = − ，当 2m = 时，函数
2( )f x x−= 在 (0, )+ 上递减，不符

合要求，实数 1m = − .故选：B. 
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第四章 指数函数与对数函数 

4.1 指数 

一、指数与指数幂的运算 

1.根式：一般地，如果
nx a= ，那么 x 叫做a 的 n 次方根，其中 1n  ，且

*n N . 

①当n 是偶数时，正数的n 次方根有两个（互为相反数） 

②当n 是奇数时，正数的n 次方根是一个正数；负数的偶次方根是一个负数 

（1）根式：式子 n a 叫做根式 

（2）根指数：式子 n a 中的n 叫做根指数 

（3）被开方数：式子 n a 中的a 叫做被开方数 

2.负数没有偶次方根 

3.零的任何次方根都是零（记作： 0n = 0） 

5.根式结论： 

当 n 是奇数时，
n na = a  

当 n 是偶数时，
n na = a =

, 0;

, 0.

a a

a a



− 

 

6.正数的分数指数幂的意义 

m

na = n ma ( 0a  ,
*,m n N , 1n  ) 

m

na
−

=
1
m

na

=
1

n ma
( 0a  ,

*,m n N , 1n  ) 

7. 0 的正分数指数幂等于 0，0 的负分数指数幂没有意义 

8.有理指数幂的运算性质 

（1） ·r sa a =
r sa + ( )0 ,a r s Q ，  

（2） ( )
s

ra =
rsa ( )0 ,a r s Q ，  

（3） ( )
r

ab =
r ra b ( )0 ,a r s Q ，  

9.无理指数幂：一般地，无理数指数幂a
（ 0a  ， 是无理数）是一个确定的实数，有理数指数幂的运

算性质同样适应于无理数指数幂 
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4.2 指数函数 

二、指数函数及其性质 

1.指数函数：一般地，函数  xy a= （ 0a  ，且 1a  ）叫做指数函数，其中 x 是自变量，函数的定义域是

R . 

2.满足指数函数的要求：① 0a  ，且 1a  ；②系数为 1；③指数 x 为自变量. 

3.一般地，指数函数  xy a= （ 0a  ，且 1a  ）的图像和性质如下表所示： 

 1a   0 1a   

图像 

  

定义域 R  

值域 ( )0,+  

性质 

过定点 ( )0,1 ，即 x = 0 时， y = 1 

非奇非偶函数 

在 R 上为增函数 在 R 上为减函数 

 

4.在第一象限内：底数越大，图像越靠近 y 轴 

 

5.与指数函数有关的奇偶函数 

奇函数： ( ) x xf x a a−= − ； ( )
x x

x x

a a
f x

a a

−

−

−
=

+
； ( )

1 2
1

1 1

x

x x

a
f x

a a

−
= = −

+ +
  

x 

y 

O x 

y 

O 

x 

y 

O 
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偶函数： ( ) x xf x a a−= +  

4.3  对数 

 

1.对数：一般地，如果
xa N= （ 0a  ，且 1a  ），那么数 x 叫做以 a 为底 N 的对数，记作：

logax N= . 

（1）底数：a 叫做对数的底数 

（2）真数： N 叫做真数  

2.常用对数：以 10 为底的对数， 10log N = lg N . 

3.自然对数：在科学技术中常用以无理数 2.71828e = 为底数的对数，以e 为底的对数称为自然对

数， loge N = ln N  

4.对数与指数间的关系：当 0a  ，且 1a  时，
xa N=  logax N=  

5.对数的性质： 

①负数和零没有对数 

② loga a = 1 

③ log 1a = 0 

④
loga N

a = N  

6.对数的运算性质 

① log ·a M N = log  loga aM N+  

② loga

M

N
= log loga aM N−  

③ log n

a M = logan M  

④ log m

n

a
M = loga

n
M

m
 

⑤ loga b =
log

log

c

c

b

a
  

⑥ log loga bb a = 1 

⑨ lg 2 lg5+ = 1 

7.运算性质的推导： 
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①设 ma M= ， na N= ，则 loga M m= ， loga N n=  

  ∴ m n m na a a M N+ = =  ，∴ log log loga a aM N m n M N = + = +  

②设
ma M= ，

na N= ，则 loga M m= ， loga N n=  

  ∴
m

m n

n

a M
a

a N

+= = ，∴ log log loga a a

M
m n M N

N
= − = −  

4.4  对数函数 

 

一、对数函数及性质 

1. 一般地，函数 logay x= （ 0a  ，且 1a  ）叫做对数函数，其中 x 是自变量，定义域为 ( )0,+ . 

2. 对数函数 logay x= （ 0a  ，且 1a  ）的图像和性质 

 0 1a   1a   

图像 

  

定义域 ( )0,+  

值域 R  

性质 

过定点 ( )1,0 ，即 1x = 时， 0y =  

在 ( )0,+ 上是减函数 在 ( )0.+ 上是增函数 

非奇非偶函数 

（1） logay x= 与 1log
a

y x= 的图像关于 x 轴对称 

（2）在第一象限内：底数越小，越靠近 y 轴 

（3）比较两个对数之间的大小:找中间量“0”、“1”进行比较 

（4）求对数函数的定义域：底数a 0 ，且底数a 1 ，且真数 N 0  

3. 与对数函数有关的奇偶函数 

x 

y 

O x 

y 

O 
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奇函数： ( ) ( )( )2
log 1af x ax ax= + − ； ( ) ( )( )2

log 1af x ax ax= + + ； ( ) loga

m nx
f x

m nx


=  

二、反函数 

1.反函数：一般地，指数函数
xy a= （ 0a  ，且 1a  ）与对数函数 logay x= （ 0a  ，且 1a  ）互为

反函数，它们的定义域与值域正好互换。 

2.原函数 

3.互为反函数: 函数 ( )f x 与反函数 ( )1f x− 互为反函数 

4.性质： 

（1）函数 ( )f x 与它的反函数 ( )1f x− 图像关于直线 y x= 对称 

（2）函数存在反函数的充要条件是：函数的定义域与值域是一一映射 

（3）一个函数与它的反函数在相应区间上单调性一致，奇偶性一致 

（4）原函数图像经过 ( ),a b ，则反函数图像经过 ( ),b a  

5.求反函数的步骤： 

①由 ( )f x 求出 x （用 y 表示 x ） 

② x 和 y 互换位置 

③求出 ( )1f x−
的定义域 

 

 

  

x 

y 

O 



 38 / 106 

 

第五章 三角函数 

5.1 任意角与弧度制 

知识点一 任意角 

1．角的概念： 

角可以看成平面内一条射线绕着它的端点旋转所成的图形． 

2．角的表示： 

如图，OA 是角 的始边，OB 是角 α 的终边，O 是角 的顶点．角 可记为“角 ”或“  ”或简记为

“ ”． 

 
3．角的分类： 

名称 定义 图示 

正角 按逆时针方向旋转形成的角 
 

负角 按顺时针方向旋转形成的角 
 

零角 一条射线没有作任何旋转形成的角  
 

知识点二 角的加法与减法 

设 ， 是任意两个角， − 为角 的相反角． 

(1) + ：把角 α 的终边旋转角 . 

(2) − ： ( )   － ＝ ＋－ ． 

知识点三 象限角 

把角放在平面直角坐标系中，使角的顶点与原点重合，角的始边与 x 轴的非负半轴重合，那么，角的终边在

第几象限，就说这个角是第几象限角；如果角的终边在坐标轴上，就认为这个角不属于任何一个象限． 

知识点四 终边相同的角 

所有与角 终边相同的角，连同角 在内，可构成一个集合 ·3{ | }60S k k Z    ＝ ＝ ＋ ， ，即任一与角 α 终

边相同的角，都可以表示成角 α 与整数个周角的和． 

终边在 x 轴正半轴上的角的集合 360 ,k k Z  =  ，或 2 ,k k Z  =   

终边在 x 轴负半轴上的角的集合 180 360 ,k k Z  = +  ，或 (2 +1) ,k k Z  =   

终边在 x 轴上的角的集合 180 ,k k Z  =  ；或 ,k k Z  =   

终边在 y 轴正半轴上的角的集合 90 360 ,k k Z  = +  ，或 +2 ,
2

k k Z


  
 

=  
 

 

终边在 y 轴负半轴上的角的集合 90 360 ,k k Z  = − +  ，或 +2 ,
2

k k Z


  
 

= −  
 

 

终边在 y 轴上的角的集合 =90 + 180 ,k k Z   .或 + ,
2

k k Z


  
 

=  
 

 

知识点五 度量角的两种单位制 

1．角度制： 

(1)定义：用度作为单位来度量角的单位制． 

(2)1 度的角：周角的
1

360
. 

2．弧度制： 

(1)定义：以弧度作为单位来度量角的单位制． 
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(2)1 弧度的角：长度等于半径长的圆弧所对的圆心角． 

知识点六 弧度数的计算 

 
知识点七 角度与弧度的互化 

角度化弧度 弧度化角度 

360 2 rad＝  2 360rad ＝  

180 rad＝  180rad ＝  

1 0.017 45 
180

rad rad


=   
180

1 ( ) 57.30rad


  ＝  

度数×
180

 ＝弧度数 弧度数× ( )
180

 ＝度数 

 

知识点八 弧度制下的弧长与扇形面积公式 

设扇形的半径为R ，弧长为 l ， (0 2 )    为其圆心角，则 

(1)弧长公式： l R＝ . 

(2)扇形面积公式： 21 1

2 2
S lR R＝ ＝ . 

 

5.2  三角函数的概念 

知识点一 任意角的三角函数的定义 

设 是一个任意角， R ，它的终边 OP 与单位圆相交于点 P(x，y)，点 P 的纵坐标 y 叫做 α 的正弦函数，

记作sin ，即sin =y ；点 P 的横坐标 x 叫做 α 的余弦函数，记作cos，即cos x = ；把点 P 的纵坐标与

横坐标的比值
y

x
叫做 α 的正切，记作 tan ，即 tan = ( 0)

y
x

x
  ． 

正弦函数、余弦函数和正切函数统称为三角函数，分别记为： 

正弦函数 siny x x R= ， ； 

余弦函数 cosy x x R= ， ； 

正切函数 tan ( )
2

y x x k k Z


=  + ， ． 

知识点二 正弦、余弦、正切函数值在各象限内的符号 

1．图示： 

 
2．口诀：“一全正，二正弦，三正切，四余弦”． 

知识点三 公式一 

sin 2 sin( )k  ＋ ＝ ， cos 2 cos( )k  ＋ ＝ ， tan 2 tan( )k  ＋ ＝ ，其中k Z . 

终边相同的角的同一三角函数的值相等． 

知识点四 同角三角函数的基本关系 
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1．平方关系：同一个角 的正弦、余弦的平方和等于 1，即 2 2sin cos 1 ＋ ＝ . 

2．商数关系：同一个角 的正弦、余弦的商等于这个角的正切， 

即 sin
tan

cos





＝ 其中 ( )

2
k k Z


  +  ． 

知识点五 特殊角三角函数值 

角度 0  30  45  60  90  120  135  150  180  270  360  

弧度 0  
6

  
4

  
3

  
2

  2

3

  3

4

  5

6

    
3

2

  2  

sin  0 
1

2
 2

2
 3

2
 1 

3

2
 2

2
 

1

2
 0 -1 0 

cos  1 
3

2
 2

2
 

1

2
 0 

1

2
−  2

2
−  3

2
−  -1 0 1 

tan  0 
3

3
 1 3  不存在 3−  -1 

3

3
−  0 不存在 0 

 
 

5.3 诱导公式 

知识点一 公式二 

1．角 + 与角 的终边关于原点对称．如图所示． 

2．公式： 

( )sin sin  ＋ ＝－ ， 

( )cos cos  ＋ ＝－ ， 

an a(t t n)  ＋ ＝ . 

知识点二 公式三 

1．角 − 与角 的终边关于 x 轴对称．如图所示． 

2．公式： 

( )sin sin － ＝－ ， 

( )cos cos － ＝ ， 

( )tan tan － ＝－ . 

知识点三 公式四 

1．角 − 与角 的终边关于 y 轴对称．如图所示． 

2．公式： 

in i(s s n)  － ＝ ， 

( )cos cos  － ＝－ ， 

( )tan tan  － ＝－ . 

知识点四 公式五 

1．角
2


－ 与角 的终边关于直线 y＝x 对称，如图所示． 

2．公式：sin cos cos( ) si
2

( n
2

)
 

   - ＝ ， - ＝ . 

知识点五 公式六 

1．公式：sin cos cos( ) sin
2 2

( )
 

   + ＝ ， + ＝- . 

2．公式五与公式六中角的联系 ( )
2 2


  


− −＋ ＝ . 
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5.4 三角函数的图象与性质 

知识点一 正弦函数的图象 

1．正弦曲线的定义 

正弦函数 siny x x R= ， 的图象叫正弦曲线． 

 
2．正弦函数图象的画法 

(1)几何法： 

①利用单位圆上点 T(x0，sin x0)画出 sin [0,2 ]y x x = ， 的图象； 

②将图象向左、向右平行移动(每次2 个单位长度)． 

(2)五点法： 

①画出正弦曲线在[0,2 ] 上的图象的五个关键点 ( )
3

0,0 1 0( ) ( ) ( )2( 0
2

)1
2

 
 −， ，，，， ， ， ， ，用光滑的曲线连接； 

②将所得图象向左、向右平行移动(每次2 个单位长度)． 

 

知识点二 余弦函数的图象 

1．余弦曲线的定义 

余弦函数 cosy x x R= ， 的图象叫余弦曲线． 

 
2．余弦函数图象的画法 

(1)要得到 cosy x x R= ， 的图象，只需把 siny x x R= ， 的图象向左平移
2

 个单位长度即可，这是由于

cos sin( )
2

x x


= + . 

(2) 用“五点法 ”：画余弦曲线 cosy x= 在 [0,2 ] 上的图象时，所取的五个关键点分别为

( ) ( ) ( ) (
3

0,1 0 1 0 2
2

) 1( )
2

 
 ， ，，，- ， ，， ，，再用光滑的曲线连接． 

 

知识点三 周期性 

1．函数的周期性 

(1)一般地，设函数 ( )f x 的定义域为 D，如果存在一个非零常数 T，使得对每一个 x D 都有 x T D＋ ，且

( ) ( )f x T f x+ ＝ ，那么函数 ( )f x 就叫做周期函数．非零常数 T 叫做这个函数的周期． 

(2)如果在周期函数 f(x)的所有周期中存在一个最小的正数，那么这个最小正数叫做 ( )f x 的最小正周期． 

2．正弦、余弦函数的周期性 

正弦函数 sin ( )y x x R=  和余弦函数 cos ( )y x x R=  都是周期函数， 2 (k k Z ，且 0k   )都是它们的周

期．最小正周期为2 . 
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知识点四 正弦函数、余弦函数的单调性、奇偶性与最值 

 正弦函数 余弦函数 

图象 

  
定义域 R R 

值域 [ ]1,1－  [ ]1,1－  

单调性 

在 2 ,2 ( )
2 2

k k k Z
 

 
 

− +  
 

上单调递

增， 

在 3
2 ,2 ( )

2 2
k k k Z

 
 

 
+ +  

 
上单调递减 

在 2 ,2 ( )k k k Z  −  上单调递

增， 

在 2 ,2 ( )k k k Z  +  上单调递减 

最值 

2 ( )
2

x k k Z


= +  时，
max 1y ＝ ； 

2 ( )
2

x k k Z


= −  时，
min 1y ＝－  

2 ( )x k k Z=  时，
max 1y ＝ ； 

2 ( )x k k Z = +  时，
min 1y ＝－  

奇偶性 奇函数 偶函数
 

对称性 
对称轴 )

2
x k k Z


= + （  

对称中心 ( ,0)( )k k Z   

对称轴 )x k k Z= （  

对称中心 ( + ,0)( )
2

k k Z


   

 

知识点五 函数 y＝tan x 的图象与性质 

解析式 tany x＝  

图象 

 

定义域 ,
2

x k k Z


 
 

 +  
 

 

值域 R 

最小正周期 π 

奇偶性 奇函数 

单调性 在每个开区间 ( , )( )
2 2

k k k Z
 

 − +  上都是增函数 

对称性 对称中心 ( ,0)( )
2

k
k Z


  

 

5.5 三角恒等变换 

知识点一 两角和与差的余弦公式 

名称 简记符号 公式 使用条件 

两角差的余弦公式 ( )C  －
 cos cos c( os sin sin)     − ＝ ＋  R  ，  

两角和的余弦公式 ( )C  +
 cos cos c( os sin sin)     + −＝  R  ，  

 

 
 

知识点二 两角和与差的正弦公式 
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名称 简记符号 公式 使用条件 

两角和的正弦 ( )S  +
 sin sin c( os cos sin)     + +＝  R  ，  

两角差的正弦 ( )S  −
 sin sin c( os cos sin)     − −＝  R  ，  

 
 

 

知识点三 两角和与差的正切公式 

名称 公式 简记符号 条件 

两角和的正切 
tan tan

tan
1 t

(
an

)
an t

 
 

 

+
+

−
＝  

( )T  +
 ( )

2
k k Z    


 ， ， + +  

两角差的正切 
tan tan

tan
1 t

(
an

)
an t

 
 

 

−
−

+
＝  

( )T  −
 ( )

2
k k Z    


 ， ， - +  

 

知识点四 二倍角公式 

 

知识点五 半角公式  

1 cos
sin

2 2

 −
＝ ， 

1 cos
cos

2 2

 +
＝ ， 

1 cos 1 cos sin
tan

2 1 cos sin 1 cos

   

  

− −
 = =

+ +
＝ . 

知识点六 辅助角公式 

辅助角公式： 

sin + c s n(os i )a x b x x = + .(其中 tan
b

a
 = ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.6 函数 (n )siy A x ＝ ＋
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知识点 A  ， ， 对函数 (n )siy A x ＝ ＋ 图象的影响 

1． 对 ( )siny x x R+ ＝ ， 图象的影响 

 
2． ( )0   对 ( )siny x +＝ 图象的影响 

 
3． ( )0A A  对 (n )siy A x ＝ ＋ 图象的影响 

 

 

 

 

5.7 三角函数的应用 

知识点 函数 ( ),sin 0 0y A x A   ＝ ＋ ， ，中参数的物理意义 
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【必修二】 

第六章 平面向量 

【6.1】平面向量的概念 

1、向量的定义及表示（向量无特定的位置，因此向量可以作任意的平移） 

（1）定义：既有大小又有方向的量叫做向量. 

（2）表示：①有向线段：带有方向的线段，它包含三个要素：起点、方向、长度； 

② 向量的表示： 

 

 

 

 

 

2、向量的有关概念： 

相等向量是平行（共线）向量，但平行（共线）向量不一定是相等向量 

向量名称 定义 

零向量 长度为 0 的向量，记作 0 

单位向量 长度等于 1个单位长度的向量 

平行向量 

（共线向量） 

方向相同或相反的非零向量，向量 a，b 平行，记作 a∥b， 

规定：零向量与任一向量平行 

相等向量 长度相等且方向相同的向量；向量 a，b 相等，记作 a＝b 

【6.2】平面向量的运算 

1、向量的加法 

（1）定义：求两个向量和的运算. 

（2）运算法则： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3）规定：对于零向量与任意向量 a，规定 a＋0＝0＋a＝a. 

（4）一般地我们有|a＋b|≤|a|＋|b|，当且仅当 a，b 方向相同时等号成立. 

（5）向量加法的运算律与实数加法的运算律相同 

2、向量的减法 

（1）相反向量（利用相反向量的定义，－𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗＝𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗就可以把减法转化为加法） 

向量求和的法则 图示 几何意义 

三角形法则 

使用三角形法则时要

注意“首尾相接”的条

件. 
 

已知非零向量 a，b，在平面内任取一点 A，

作𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗＝a，𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗＝b，则向量𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗叫做 a 与 b 的

和，记作 a＋b，即 a＋b＝𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗＋𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗＝𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

平行四边形法则 

向量加法的平行四边

法则应用的前提是共

起点 
 

以同一点 O 为起点的两个已知向量 a，b，

以 OA，OB 为邻边作▱OACB，则以 O为起点的

向量𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗（OC 是▱OACB 的对角线）就是向量

a 与 b 的和 
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定义：我们规定，与向量 a 长度相等，方向相反的向量，叫做 a 的相反向量 

性质：①对于相反向量有：a＋（－a）＝0；②若 a，b 互为相反向量，则 a＝－b，a＋b＝0；③零向量的相

反向量仍是零向量 

（2）向量减法运算（向量的减法是向量加法的一种逆运算） 

定义：求两个向量差的运算叫做向量的减法. 

a－b＝a＋（－b），减去一个向量就等于加上这个向量的相反向量. 

几何意义：a－b 表示为从向量 b 的终点指向向量 a 的终点的向量. 

3、向量的数乘运算（实数与向量可以进行数乘运算，但不能进行加减运算） 

（1）定义：规定实数λ与向量 a 的积是一个向量，这种运算叫做向量的数乘，记作：λa，它的长度和方向

规定如下： 

①|λa|＝|λ||a|；②当λ>0 时，λa 的方向与 a 的方向相同；当λ<0 时，λa 的方向与 a 的方向相反. 

③由①可知，当λ＝0时，λa＝0；由①②知，（－1）a＝－a. 

（2）运算律：设λ，μ为任意实数，则有：①λ（μa）＝（λμ）a；②（λ＋μ）a＝λa＋μa；③λ（a

＋b）＝λa＋λb； 

特别地，有（－λ）a＝－（λa）＝λ（－a）；λ（a－b）＝λa－λb. 

（3）向量的加、减、数乘运算统称为向量的线性运算，向量的线性运算结果仍是向 

量.对于任意向量 a，b，以及任意实数λ，μ1，μ2，恒有λ（μ1 a±μ2b）＝λμ1 a±λμ2 b. 

（4）共线向量定理：向量 a（a≠0）与 b 共线的充要条件是：存在唯一一个实数λ，使 b＝λa.也就是说，

位于同一直线上的向量可以由位于这条直线上的一个非零向量表示. 

4、向量的数量积 

（1）向量的夹角：两向量的夹角与两直线的夹角的范围不同，向量夹角范围是[0，

π]，而两直线夹角的范围为[0，
𝜋

2
] 

（2）向量的夹角的定义：已知两个非零向量 a，b，O 是平面上的任意一点，作向量

𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗＝a，𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗＝b，则∠aOb＝θ（0≤θ≤π）叫做向量 a 与 b 的夹角. 

当θ＝0时，a 与 b 同向；当θ＝π时，a 与 b 反向. 

如果 a 与 b 的夹角是
𝜋

2
，我们说 a 与 b 垂直，记作 a⊥b. 

（3）向量的数量积及其几何意义：向量的数量积是一个实数，不是向量，它的值可正可负可为 0 

（4）向量的数量积的定义：已知两个非零向量 a 与 b，它们的夹角为θ，我们把数量|a||b|cosθ叫做向量

a 与 b 的数量积（或内积），记作 a·b，即 a·b＝|a||b|cosθ.规定：零向量与任一向量的数量积为 0. 

（5）投影：如图，设 a，b 是两个非零向量，𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗＝a，𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗＝b，我们考虑如下变换：过𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗的

起点 a 和终点 b，分别作𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗所在直线的垂线，垂足分别为 A 1，B 1得到𝐴1𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗，我们称上述变

换为向量 a 向向量 b 投影，𝐴1𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗叫做向量 a 在向量 b 上的投影向量. 

（6）向量数量积的性质 
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设 a，b 是非零向量，它们的夹角是θ，e 是与 b 方向相同的单位向量，则 

①a·e＝e·a＝|a|cosθ②a⊥b⇔a·b＝0③当 a 与 b 同向时，a·b＝|a||b|；当 a 与 b反向时，a·b＝－

|a||b|，特别地，a·a＝|a|
2
或|a|＝√𝒂 · 𝒂.在求解向量的模时一般转化为模的平方，但不要忘记开方④|a·b|

≤|a|·|b|. 

（7）运算律：①a·b＝b·a；②（a＋b）·c＝a·c＋b·c 

（8）运算性质：类比多项式的乘法公式 

 

【6.3】平面向量基本定理及坐标表示 

 

1、平面向量基本定理 

如果𝑒1

→
, 𝑒2

→
是同一平面内的两个不共线向量，那么对于这一平面内的任意向量𝑎

→
，有且只有一对实数𝜆1，𝜆2，

使𝑎
→

= 𝜆1𝑒1

→
+ 𝜆2𝑒2

→
．我们把不共线的向量𝑒1

→
, 𝑒2

→
叫做表示这一平面内所有向量的一组基底． 

2、平面向量的坐标表示 

（1）基底：在平面直角坐标系中，设与 x轴、y 轴方向相同的两个单位向量分别为 i，j，取{i，j}作为基

底. 

（2）坐标：对于平面内的一个向量 a，由平面向量基本定理可知，有且仅有一对实数 x，y，使得 a＝xi＋

yj，则有序数对（x，y）叫做向量 a 的坐标. 

(3)平面向量的加减法坐标运算（可类比实数的加减运算法则进行记忆） 

设向量 a＝（x 1，y 1），b＝（x 2，y 2），λ∈R，则有下表： 

 文字描述 符号表示 

加法 两个向量和的坐标分别等于这两个向量相应坐标的和 a＋b＝（x 1＋x 2，y 1＋y 2） 

减法 两个向量差的坐标分别等于这两个向量相应坐标的差 a－b＝（x 1－x 2，y 1－y 2） 

重 要

结论 

一个向量的坐标等于表示此向量的有向线段的终点的

坐标减去起点的坐标 

已知 A（x 1，y 1），B（x 2，y 

2），则𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗＝（x 2－x 1，y 2－y 

1） 

（4）平面向量数乘运算的坐标表示 

设向量 a＝（x，y），则有λa＝（λx，λy），这就是说实数与向量的积的坐标等于用这个实数乘原来向量

的相应坐标. 

（5）平面向量共线的坐标表示：设 a＝（x 1，y 1），b＝（x 2，y 2），其中 b≠0.向量 a，b（b≠0）共线的

充要条件是 x 1 y 2－x 2 y 1＝0. 

（6）中点坐标公式：若 P 1，P 2的坐标分别是（x 1，y 1），（x 2，y 2），线段 P 1P 2的中点 P 的坐标为（x，

y），则𝑥 =
𝑥1+𝑥2

2
𝑦 =

𝑦1+𝑦2

2
.此公式为线段 P 1 P 2的中点坐标公式. 

（7）两向量的数量积与两向量垂直的坐标表示 

已知两个非零向量，向量 a＝（x 1，y 1），b＝（x 2，y 2），a 与 b 的夹角为θ. 

数量积：两个向量的数量积等于它们对应坐标的乘积的和，即：a·b＝x 1 x 2＋y 1 y 2 

向量垂直：a⊥b⇔x 1 x 2＋y 1 y 2＝0 

（8）与向量的模、夹角相关的三个重要公式 

①向量的模：设 a＝（x，y），则|a|＝√𝑥2+𝑦2. 

②两点间的距离公式：若 A（x 1，y 1），B（x 2，y 2），则|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|＝√（𝑥1－𝑥2）
2
＋（𝑦1－𝑦2）

2
. 
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③向量的夹角公式：设两非零向量 a＝（x 1，y 1），b＝（x 2，y 2），a 与 b 的夹角为θ，则 

1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

a
cos

a

b x x y y

b x y x y


+
=

+  +
 

【6.4】平面向量的应用 

1、平面几何中的向量方法 

用向量方法解决平面几何问题的“三步曲” 

（1）建立平面几何与向量的联系，用向量表示问题中涉及的几何元素，将平面几何问题转化为向量问题；

（2）通过向量运算，研究几何元素之间的关系； 

（3）把运算结果“翻译”成几何关系. 

2、向量在物理中的应用举例 

（1）向量与力：向量是既有大小，又有方向的量，它们可以有共同的起点，也可以没有共同的起点.而力是

既有大小和方向，又有作用点的量.用向量知识解决力的问题时，往往把向量平移到同一作用点上. 

（2）向量与速度、加速度、位移：速度、加速度、位移的合成与分解，实质上就是向量的加、减运算.用向

量解决速度、加速度、位移等问题，用的知识主要是向量的线性运算，有时也借助于坐标来运算. 

（3）向量与功、动量：力所做的功是力在物体前进方向上的分力与物体位移的乘积，它的实质是力和位移

两个向量的数量积，即 W＝F·s＝|F||s|cos （θ为 F 和 s 的夹角）.动量 mν实际上是数乘向量. 
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第七章 复数 

7.1 复数的概念 

1、虚数单位为 i ， 12 −=i ， 

2、复数 biaz += ，（ Rba , ）， ba, 分别叫做复数 z 的实部与虚部。 

3、复数 biaz += ，（ Rba , ），当且仅当 0=b 时，它是实数，当且仅当 0== ba 时，它是实数0 ，当 0b

时，它叫做虚数，当 00 = ba 且 时，它是纯虚数 

4、相等复数： bia + 与 dic+ 相等当且仅当 ca = 且 d=b  

5、复数集  RbabiaC += ,| ,复平面， x 轴叫做实轴， y 轴叫做虚轴。 

6、复数 biaz += 复平面内的点 ),( baZ 向量 ),( baOZ =  

7、向量OZ 的模叫做复数 biaz += 的模，或绝对值，记作 z 或 bia + ，及 22 babiaz +=+= ，其中

Rba ,  

8、一般地，当两个复数的实部相等，虚部互为相反数时，这两个复数叫做互为共轭复数，即 biaz += ，

（ Rba , ）与 biaz −= ， Rba , （ Rba , ）互为共轭复数。 

 

 

7.2 复数的四则运算 

biaz +=1
， dicz +=2

， Rdcba ,, ，  

1、加法： ( ) ( )idbcazz +++=+ 21
 

2、减法： ( ) ( )idbcazz −+−=− 21
 

3、乘法： ( ) ( )ibcadbdaczz ++−= 21
 

4、除法：
( )( )
( )( )

i
dc

adbc

dc

bdac

dicdic

dicbia

dic

bia

z

z
2222

2

1

+

−
+

+

+
=

−+

−+
=

+

+
=  

5、求根公式 

在复数范围内，实系数方程 )0(02 =++ acbxax 的求根公式为 

（1）当 0 时，
a

acbb
x

2

42 −−
= ； 

（2）当 0 时，
( )
a

iacbb
x

2

42 −−−
= ； 

 

7.3 复数的三角表示 
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一般地，任何一个复数 biaz += 都可以表示 ( ) sincos ir + ，其中 r 是复数 z 的模， 是以 x 的非负半轴

为始边，向量OZ 所在的射线为终边的角，叫做复数 biaz += 的辅角。 ( ) sincos ir + 叫做复数 biaz +=

三角表示， bia + 叫做复数的代数表示 

复数乘、除法的三角表示 

（1）乘法： ( ) ( ) ( ) ( ) 212121222111
sincossincossincos  +++=++ irririr  

两个复数相乘，积的模等于各复数的模的积，积的辅角等于各复数的辅角和 

（2）除法：
( )
( )

( ) ( ) 2121

2

1

222

111 sincos
sincos

sincos





−+−=

+

+
i

r

r

ir

ir
 

 

两个复数相除，商的模等于被除数的模除以除数的模所得的商，商的辅角等于被除数的辅角减去除数的辅

角所得的差 
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第八章 立体几何初步 

1.基本立体图形 

知识点一  简单多面体 

1.柱体  

有两个面互相平行，其余各面都是 四边形 ，并且相邻两个四边形的公共边都

互相平行，由这些面围成的几何体叫作棱柱. 

①



⎯⎯⎯⎯⎯→ 
⎯⎯⎯⎯⎯→ 



底面是正多形
棱垂直于底面

斜棱柱

棱柱 正棱柱
直棱柱

其他棱柱

 

②四棱柱  底面为平行四边形   平行六面体    侧棱垂直于底面  直六面体  底面为矩形 

 

    长方体   底面为正方形 且侧棱与底面边长相等  正方体 

 

2.锥体  

（1）定义：有一个面是多边形,其余各面是 有一个公共顶点的三角形,由这些面所围成的几何体叫作棱锥. 

（2）相关概念 

①这个多边形面叫作棱锥的底面 

②有公共顶点的各个三角形叫作棱锥的侧面 

③相邻侧面的公共边叫作棱锥的侧棱. 

④各侧面的公共顶点叫作棱锥的顶点. 

（3）表示方法：如四棱锥   S ABCD−   

（4）棱锥的分类：   三棱锥、四棱锥、五棱锥    

（5）特殊的棱锥： 

①底面是正多边形，且  顶点与底面中心的连线垂直于底面 的棱锥叫作正棱锥. 

②侧棱长等于底面边长的  正三棱锥 叫作正四面体 

知识点二 简单旋转体 

1.圆柱、圆锥、圆台 

  分别以矩形的一边、直角三角形的一条直角边、直角梯形垂直于底边的腰所在的直线为旋转轴，其余各边

旋转而形成的曲面所围成的几何体分别叫作  圆柱、  圆锥  、 圆台 . 

2.球 

球面：以圆的直径所在的直线为旋转轴，将半圆旋转形成的曲面叫作 球面  ；   

球体：球面所围成的几何体叫作 球体 ；简称  球 ; 

球心：半圆的圆心叫作 球心  ； 

球的半径：连接  球心 和  球面上 任意一点的线段； 

球的直径：连接 球面上 两点并且过 球心 的线段. 
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3.旋转体的结构特征 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.直观图 

(1)画法：常用斜二测画法． 

(2)规则 

①原图形中 x 轴、y 轴、z 轴两两垂直，直观图中，x′轴、y′轴的夹角为 45°(或 135°)，z′轴与 x′轴

和 y′轴所在平面垂直． 

②原图形中平行于坐标轴的线段，直观图中仍平行于坐标轴．平行于 x 轴和 z 轴的线段在直观图中保持

原长度不变，平行于 y 轴的线段长度在直观图中变为原来的一半． 

注：原图形与直观图面积之比为 1:22 。 

3.简单几何体的表（侧）面积与体积公式 

（1）圆柱、圆锥、圆台的侧面展开图及侧面积公式 

名称 圆柱 圆锥 圆台 

侧面展开

图 

 

 

 

 

 

  

 

 

侧面积公

式 
2S rl=圆柱侧  S rl=圆锥侧  1 2( )S r r l= +

圆台侧  

 

（2）柱、锥、台和球的表面积和体积 

 表面积 体积 

柱体

（圆柱

和棱

柱） 

2S S S= +表面积 侧 底 
V Sh=  

锥体

（圆锥

和棱

锥） 

S S S= +表面积 侧 底  
1

3
V Sh=  

名称     圆柱     圆锥     圆台     球 

母线 
互相平行且相等， 

垂直于底面 

相交于 

一点 

延长线交于 

 一点_ 

 

轴截面 全等的矩形_ 
全等的 

等腰三角形 

全等的 

_等腰梯形 

 

侧面 

展开图  
 矩形 扇形 圆环的一部分  
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台体

（圆台

和棱

台） 

S S S S= + + 下表面积 侧 上  
1

( )
3

V S S S S h= + +下 下上 上
 

球 24S R=  34

3
V R=  

 

知识拓展：几个与球有关的切、接常用结论 

(1)正方体的棱长为a ，球的半径为R ， 

①若球为正方体的外接球，则2 3R a= ； 

②若球为正方体的内切球，则2R a= ； 

③若球与正方体的各棱相切，则2 2R a= . 

(2)若长方体的同一顶点的三条棱长分别为 , ,a b c ，外接球的半径为R ，则
2 2 22R a b c= + + . 

(3)正四面体的外接球与内切球的半径之比为 3∶1. 

4.空间点、直线、平面之间的位置关系 

（1）平面 

基本事实 1 过不在一条直线上的三个点，有且只有一个平面 

基本事实 2 如果一条直线上的两个点在一个平面内，那么这条直线在这个平面内 

推论 1 经过一条直线和这条直线外一点，有且只有一个平面 

推论 2 经过两条相交直线，有且只有一个平面 

推论 3 经过两条平行直线，有且只有一个平面 

基本事实 3 如果两个不重合的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的公共直线 

基本事实 4 平行于同一条直线的两条直线平行 

（2）空间位置关系 

①空间中直线与直线的位置关系 

                  相交直线：在同一平面内，有且只有一个公共点； 

      共面直线      

平行直线：在同一平面内，没有公共点； 

 

      异面直线：不同在任何一个平面内，没有公共点 

②空间中直线与平面的位置关系 

直线在平面内——有无数个公共点； 

直线与平面相交——有且只有一个公共点； 

直线与平面平行——没有公共点 

③空间中平面与平面的位置关系 

两个平面平行——没有公共点 

两个平面相交——有一条公共直线 
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5.空间直线、平面的平行 

1.直线与平面平行的判定定理和性质定理 

 

2.平面与平面平行的判定定理和性质定理 

 

知识拓展：(1)垂直于同一条直线的两个平面平行，即若 ,a a ⊥ ⊥ ，则  ； 

(2)垂直于同一个平面的两条直线平行，即若 ,a b ⊥ ⊥ ，则a b； 

(3)平行于同一个平面的两个平面平行，即若 ,    ，则  ； 

(4)如果两个平面平行，那么其中一个平面内的任意一条直线平行于另一个平面． 
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6.空间直线、平面的垂直 

1.直线与平面垂直 

(1)定义 

如果直线 l与平面α内的任意一条直线都垂直，则直线 l 与平面α垂直． 

(2)判定定理与性质定理 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.平面与平面垂直 

(1)平面和平面垂直的定义 

两个平面相交，如果它们所成的二面角是直二面角，就说这两个平面互相垂直． 

(2)平面与平面垂直的判定定理与性质定理 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

知识拓展：熟记常用结论： 

(1)若一条直线垂直于一个平面，则它垂直于这个平面内的任何一条直线． 

(2)若两平行线中的一条垂直于一个平面，则另一条也垂直于这个平面． 
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(3)垂直于同一条直线的两个平面平行． 

(4)一条直线垂直于两平行平面中的一个，则这一条直线与另一个平面也垂直． 

(5)过一点有且只有一条直线与已知平面垂直；过一点有且只有一个平面与已知直线垂直． 

7.求角：（步骤-------1.找或作角；2.求角） 

（1）异面直线所成角的求法： 

①平移法：一作：即据定义作平行线，作出异面直线所成的角； 

二证：即证明作出的角是异面直线所成的角； 

三求：解三角形，求出作出的角，如果求出的角是锐角或直角，则它就是要求的角；如

果求出的角是钝角，则它的补角才是要求的角． 

②补形法：补成正方体、平行六面体、长方体等，发现两条异面直线间的关系。 

③向量法：转化为两直线方向向量的夹角。 

（2）直线与平面所成的角： 

①直接法（利用线面角定义）；②先求斜线上的点到平面距离h ，与斜线段长度作比，得sin 。 

②向量法，转化为直线的方向向量与平面法向量的夹角。 

（3）二面角的求法： 

①定义法：在二面角的棱上取一点（特殊点），作出平面角，再求解； 

②三垂线法：由一个半面内一点作（或找）到另一个半平面的垂线，用三垂线定理或逆定理作出二

面角的平面角，再求解； 

③射影法：利用面积射影公式： cos' SS = ,其中 为平面角的大小；  

注：对于没有给出棱的二面角，应先作出棱，然后再选用上述方法； 

④向量法，转化为两个班平面法向量的夹角。 

8.求距离：（步骤-------1.找或作垂线段；2.求距离） 

（1）求空间距离常用的 3种方法 

①直接法：利用线线垂直、线面垂直、面面垂直等性质定理与判定定理，作出垂线段，再通过解三角形

求出距离.  

②间接法：利用等体积法、特殊值法等转化求解.  

③向量法：空间中的距离问题一般都可转化为点到平面的距离问题进行求解.  

（2）求点P 到平面 的距离的 3 个步骤 

①在平面 内取一点 A，确定向量 PA
→

的坐标； 

②确定平面 的法向量 n
→

； 

③代入公式
||

||

n

nAB
d


= 求解 

（3）球面距离：（步骤） 

第一步：求线段 AB 的长； 

第二步：求球心角 AOB 的弧度数； 

第三步：求劣弧 AB 的长。 
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9．结论： 

（1）从一点 O 出发的三条射线OA OB OC、 、 ，若 AOB AOC = ，则点 A在平面 BOC 上的射

影在 BOC 的平分线上； 

（2）立平斜公式(最小角定理公式)： ;coscoscos 21  =  

（3）正棱锥的各侧面与底面所成的角相等，记为 ，则 cosS S =侧 底； 

（4）长方体的性质 

①长方体体对角线与过同一顶点的三条棱所成的角分别为 ,,,  则： 

2 2 2cos cos cos 1  + + = ；
2 2 2sin sin sin 2  + + =  

②长方体体对角线与过同一顶点的三侧面所成的角分别为 ,,,  则有 

2 2 2cos cos cos 2  + + = ；
2 2 2sin sin sin 1  + + =  

（5）正四面体的性质：设棱长为a ，则正四面体的： 

①高： ah
3

6
= ；              ②对棱间距离： a

2

2
； 

③ 相邻两面所成角余弦值： 3

1

；   ④内切球半径：
a

12

6

；外接球半径：
a

4

6

； 
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第九章 统计 

1．随机抽样 

（1）对每一个调查对象都进行调查的方法，称为全面调查，又称普查.在一个调查中，我们 

把调查对象的全体称为总体，组成总体的每一个调查对象称为个体. 

（2）根据一定目的，从总体中抽取一部分个体进行调查，并以此为依据对总体的情况作 

出估计和推断的调查方法，称为抽样调查，我们把从总体中抽取的那部分个体称为样本， 

样本中包含的个体数称为样本容量，简称样本量. 

2．抽样方法 

（1）简单随机抽样：一般地，设一个总体的个数为 N ，通过逐个不放回的方法从中抽取一 

个容量为 n 的样本，且每个个体被抽到的机会相等，就称这种抽样为简单随机抽样. 

注：①每个个体被抽到的概率为
N

n
； 

②常用的简单随机抽样方法有：抽签法；随机数法. 

（2）分层随机抽样：一般的按一个或多个变量，把总体划分成若干个子总体，每个个体属于且仅属于一

个子总体，在每个子总体中独立的进行简单随机抽样，再把所有子总体中抽取的样本合在一起，作为总样

本，这样的抽样方法称为分层随机抽样.每一个子总体称为层，在分层随机抽样中，如果每层样本量都与层

的大小成比例，那么称这种样本量的分配方式为比例分配. 

（3）一般地， 总体中有 N 个个体，它们的变量值分别为 1 2, , , ,NY Y Y 则称
1 2

1

1
N

N
i

i

Y Y Y
Y Y

N N
=

+ + +
= =  为

总体均值，又称总体平均数. 

如果总体的 N 个变量值中，不同的值共有 ( )k k N 个，不妨记为 1 2, , , ,kY Y Y 其中 iY 出现的频数

( )1,2, ,if i k= ,则总体均值还可以写成加权平均数的形式
1

1
N

i i

i

Y f Y
N

=

=  . 

如果从总体中抽取一个容量为 n 的样本，它们的变量值分别为 1 2, , , ,ny y y 则称

1 2

1

1
n

N
i

i

y y y
y y

n n
=

+ + +
= =  为样本均值，又称样本平均数.在简单随机抽样中，我们常用样本平均数 y 去

估计总体平均数Y . 

（4）统计学是通过收集数据和分析数据来认识未知现象的，我们可以通过调查、实验、观 

察、查询获得数据. 
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3．用样本估计总体： 

（1）我们通常可以选择频率分布表和频率分布直方图来整理和表示数据.制作频率分布直方图的步骤

有:求极差，决定组距和组数，将数据分组，列频率分布表，画频率分布直方图. 

（2）总体百分位数的估计： 

一般地， 一组数据的第 p 百分位数是这样一个值，它使得这组数容中至少有 p％的据小于或等于这个

值，且至少有 ( )100 p− ％的数据大于或等于这个值. 

可以通过下面的步骤计算一组 n 个数据的第 p 百分位数: 

第 1 步，按从小到大排列原始数据. 

第 2 步，计算 i n p=  ％ . 

第 3 步，若 i 不是整数，而大于 i 的比邻整数为 j，则第 p 百分位数为第 j 项数据; 若 i 是整数，则第 p

百分位数为第 i 项数据和第 j 项数据的平均数. 

（3）总体集中趋势的估计： 

一般地，对数值型数据集中趋势的描述，可以用平均数、中位数，而对分类型数据集中趋势的描

述，可以用众数. 

（4）总体离散程度的估计： 

样本平均数 1 2

1

1 1
( )

n

n i

i

x x x x x
n n

=

= + +    + =  ； 

样本方差 2 2 2 2
1 2

1
[( ) ( ) ( ) ]nS x x x x x x

n
= − + − +    + −

2

1

1
( )

n

i

i

x x
n

=

= − ； 

样本标准差 2 2 2
1 2

1
[( ) ( ) ( ) ]nS x x x x x x

n
= − + − +    + − = 2

1

1
( )

n

i

i

x x
n

=

− . 

标准差刻画数据的离散程度和波动幅度，标准差越大，数据的离散程度越大，标准差越小，数据

的散程度越小. 
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第十章 概率 

一、样本点和样本空间 

（准备）随机试验：我们把对随机现象的实现和对它的观察称为随机试验.随机试验的特点：①试验可以在

相同的条件下重复进行 ②试验的所有可能结果是明确可知的，并且不止一个 ③每次试验总是恰好出现这

些可能结果中的一个，事先并不知道会出现哪一种结果.     

（1）定义:我们把随机试验 E的每个可能的基本结果称为样本点,全体样本点的集合称为试验 E的样本空间.  

（2）表示：一般地，我们用表示样本空间，用表示样本点 

（3）有限样本空间：如果一个随机试验有 n个可能结果 1 2, , n   ，则称样本空间 = 1 2, , , n   为

有限样本空间 

二、随机事件 

定义：我们将样本空间的子集称为随机事件，简称“事件”. 

表示：随机事件一般用大写字母 A,B,C,...表示 

发生：在每次试验中，当且仅当 A中某个样本点出现时，称为事件 A发生. 

随机事件的三种特殊情况如下： 

（1）基本事件：只包含一个样本点的事件称为基本事件. 

（2）必然事件：作为自身的子集,包含了所有的样本点,在每次试验中总有一个样本点发生,所以总会

发生,我们称为必然事件. 

（3）不可能事件：空集中不包含任何样本点,在每次试验中都不会发生,我们称为不可能事件. 

三、事件的关系与运算 

 （1）两个关系 

    包含关系：一般地，对于事件 A 与事件 B，如果事件 A 发生，则事件 B 一定发生，这时称事件包含

事件 A（或称事件 A 包含于事件 B），记作 B⊇A  （或 A⊆B） 

        

                        

相等关系：如果事件 C1发生，那么事件 D1一定发生，反过来也对，这时我们说这两个事件相等，记

作 C1 =D1  。 

（2）两个运算 

   并事件（和事件）：若某事件发生当且仅当事件 A 发生或事件 B 发生，则称此事件为事件 A 与事件 B

的并事件（或和事件），记作 A∪B（或 A+B） 

 



 61 / 106 

 

   交事件（积事件）：若某事件发生当且仅当事件 A 发生且事件 B 发生，则称此事件为事件 A 与事件 B

的交事件（或积事件），记作 A∩B（或 AB） 

 

      

（3）互斥事件与对立事件 

 

互斥事件：一般地，如果事件 A 与事件 B 不能同时发生，也就是说 A B 是一个不可能事件，即

A B =，则称事件 A与事件B 互斥(或互不相容)，符号表示： A B = . 

对立事件：一般地，如果事件 A 和事件 B 在任何一次试验中有且仅有一个发生，即 A B =，且

A B =，那么称事件 A 与事件 B 互为对立，事件 A 的对立事件记为 A ，符号表示： A B =，且

A B =. 

        

事件 A与事件B 互斥     事件 A与事件B 互为对立 

四、古典概型 

 

（1）古典概型的定义 

试验具有如下共同特征： 

(1)有限性：样本空间的样本点只有有限个； 

(2)等可能性：每个样本点发生的可能性相等． 

我们将具有以上两个特征的试验称为古典概型试验，其数学模型称为古典概率模型，简称古典概型． 

（2）古典概型的判断 

一个试验是否为古典概型，在于这个试验是否具有古典概型的两个特点：有限性和等可能性．并不是所有的

试验都是古典概型． 

下列三类试验都不是古典概型： 

①样本点个数有限，但非等可能．②样本点个数无限，但等可能．③样本点个数无限，也不等可能． 

（3）古典概型的概率计算公式 

一般地，设试验E 是古典概型，样本空间包含n 个样本点，事件 A包含其中的 k 个样本点，则定义事件

A的概率
( )

( )
( )

k n A
P A

n n
= =


. 
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其中， ( )n A 和 ( )n  分别表示事件 A和样本空间包含的样本点个数． 

（4）古典概型的解题步骤 

求古典概型概率的步骤： 

（1）判断试验的事件是否是古典概型，并用字母表示所求事件（如事件 A） 

（2）确定样本空间的样本点的总数n  

（3）确定所求事件 A包含的样本点的个数 k  

（4）用公式
( )

( )
( )

k n A
P A

n n
= =


求出事件 A发生的概率. 

五、概率的基本性质 

 

（1）概率的基本性质（性质 1、性质 2、性质 5） 

性质 1：对任意的事件 A，都有 ( ) 0P A  ； 

性质 2：必然事件的概率为 1，不可能事件的概率为 0，即 ( ) 1P  = ， ( ) 0P  = ； 

性质 5：如果 A B ，那么 ( ) ( )P A P B ，由该性质可得，对于任意事件 A ，因为 A ，所以

0 ( ) 1P A  . 

（2）互斥事件的概率加法公式（性质 3） 

性质 3：如果事件 A与事件B 互斥，那么 ( ) ( ) ( )P A B P A P B= + ； 

注意：只有事件 A与事件B 互斥，才可以使用性质 3，否则不能使用该加法公式. 

（3）对立事件的概率（性质 4） 

性质 4：如果事件 A与事件B 互为对立事件，那么 ( ) 1 ( )P B P A= − ， ( ) 1 ( )P A P B= − ； 

（4）概率的一般加法公式（性质 6） 

性质 6：设 A， B 是一个随机试验中的两个事件，有 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B= + −  

 

六、事件的相互独立性 

 

（1）概念：对任意两个事件 A与B ，如果 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= 成立，则称事件 A与事件B 相互独立(mutually 

independent)，简称为独立． 

性质 1：必然事件、不可能事件与任意事件相互独立 

性质 2：如果事件 A与B 相互独立，则 A与B ， A与 B ， A与B 也相互独立 

   则： ( ) ( ) ( )BPAPBAP = ， ( ) ( ) ( )BPAPBAP = ， ( ) ( ) ( )BPAPBAP =  
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（2）相互独立事件概率的求法 

已知两个事件 A， B 相互独立，它们的概率分别为 ( )P A ， ( )P B ，则有 

事件 表示 概率 

A， B 同时发生 AB  ( ) ( ) ( )P AB P A P B=  

A， B 都不发生 AB  ( ) ( ) ( ) [1 ( )][1 ( )]P AB P A P B P A P B= = − −  

A， B 恰有一个发

生 
AB AB  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P AB AB P AB P AB P A P B P A P B= + = +  

A， B 中至少有一

个发生 
AB AB AB  

( ) ( ) ( ) ( )P AB AB AB P AB P AB P AB= + +  

或 ( ) 1 ( )P AB AB AB P AB= −  

A， B 中至多有一

个发生 
AB AB AB  

( ) ( ) ( ) ( )P AB AB AB P AB P AB P AB= + +  

或 ( ) 1 ( )P AB AB AB P AB= −  

 

（3）互斥事件与相互独立事件的区别与联系 

 相互独立事件 互斥事件 

判断方法 
一个事件发生与否对另一个事件发生的概率没有

影响 

两个事件不可能同时发生， 

即 A B =  

概率公式 
事 件 A 与 B 相 互 独 立 等 价 于

( ) ( ) ( )P AB P A P B=  

事件 A与B 互斥， 

则 ( ) ( ) ( )P A B P A P B= +  

 

 

七、频率与概率 

（1）频率具有随机性：大量试验表明，在任何确定次数的随机试验中，一个随机事件 A发生的频率具有随

机性。 

（2）频率具有稳定性：一般地，对于给定的随机事件 A，随着试验次数 n 的增大，频率偏离概率的幅度会

缩小，即事件 A发生的频率会逐渐稳定于事件 A 发生的概率 P(A)。 

可以用频率估计概率 P(A)。 

（3）随机模拟方法估计概率的步骤 

①建立概率模型 

②进行模拟试验（可用抽签法或随机数法） 
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③统计试验结果 

④用频率估计概率 

【选择性必修一】 

第一章 空间向量与立体几何 

1.空间向量的相关概念 

（1）定义：在空间，我们把具有大小和方向的量叫做向量，空间向量的大小叫做空间向量的长度或模. 

（2）空间向量的表示 

①几何表示：与平面向量一样，空间向量也用有向线段表示，有向线段的长度表示空间向量的模. 

②符号表示：空间向量用字母a ，b ， c ，其模分别记为 a ， b ， c . 

空间向量可用有向线段表示.如图，向量a 的起点是 A，终点是B ， 

则向量a 可记作 AB ，其模记为 a 或 AB . 

（3）特殊的空间向量 

向量名称 方向 向量的模（大

小） 

表示方法 

零向量 任意 0 0  

单位向量  1  

相反向量 相反 相等 

a 的相反向量： a−  

AB 的相反向量： AB− 或 BA  

相等向量 相同 相等 a b=  

（4）共线向量：如果表示若干空间向量的有向线段所在的直线互相平行或重合，那么这些向量叫做共

线向量或平行向量. 

规定：零向量与任意向量平行，即对任意向量 a ，都有0 a∥ . 

2.空间向量的加减运算 

（1）加法运算 

①三角形法则（首尾顺次连接，首指向尾为和）：a b OA AB OB+ = + = . 

②平行四边形法则（共起点为邻边作平行四边形，共起点对角线为和）：a b OA OC OB+ = + = . 

 

 

 

 

 

 

 



 65 / 106 

 

（2）减法运算 

①三角形法则（共起点，连终点，方向指向被减向量）：a b OA OC CA− = − = . 

 

 

 

（2）加法运算的运算律 

①交换律：a b b a+ = + . 

②结合律： ( ) ( )a b c a b c+ + = + + . 

3.空间向量的数乘运算 

（1）定义：与平面向量一样，实数与空间向量的乘积 a 仍然是一个向量，称为空间向量的数乘. 

（2）几何意义 

①当 0＞ 时， a 与向量a 方向相同； 

②当 0＜ 时， a 与向量a 方向相反； 

③当 0= 时， 0a = ，其方向是任意的. 

a 的长度是a 长度的  倍. 

（3）运算律 

①结合律： ( ) ( )a a  = ，（其中， R ）. 

②分配律： ( )a a a   + = + ， ( )a b a b  + = + ，（其中， R ）. 

4.共线向量定理：对任意两个空间向量a ， ( )0b b  ，a b∥ 的充要条件是存在实数，使a b= . 

5.方向向量 

如图，O是直线 l上一点，在直线 l取非零向量a ，则对于直线 l上的任意一点P ，由数乘向量的定义及向量

共线的充要条件可知，存在实数，使得OP a= .我们把与向量a 平行的非零向量称为直线 l的方向向量. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.共面向量 

（1）定义：平行于同一个平面的向量，叫做共面向量. 

（2）共面向量定理：如果两个向量a ，b 不共线，那么向量 p 与向量a ，b 共面的充要条件是存在唯一的
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有序实数对 ( )x y， ，使 p xa yb= + . 

7.空间向量的数量积运算 

（1）空间向量的夹角：如图，已知两个非零向量 a ，b ，在空间中任取一点O ,作OA a= ，OB b= ，则

AOB 叫做向量a ，b 的夹角. 

①记法： a b ， . 

②范围：  0, πa b ， . 

当 a 与b 共线且方向相同时， 0a b  =， . 

当 a 与b 共线且方向相反时， πa b  =， . 

③如果
π

2
a b  =， ，那么a ，b 互相垂直，记作a b⊥ . 

（2）空间向量的数量积：已知两个非零向量 a ，b ，则 cos ,a b a b 叫做a ，b 的数量积，记作： a b .

即： cos ,a b a b a b=   . 

①特别地，零向量与任意向量的数量积为 0. 

② 0a b a b⊥  = ；
2

cos ,a a a a a a a=   =  

③运算律： 

( ) ( )a b a b = ， R . 

a b b a= （交换律）. 

( )a b c a c b c+ = + （分配律）. 

④投影向量 

如图，在空间，向量a 向向量b 投影，由于它们是自由向量，以

此可以先把它们平移到同一个平面 内，进而利用平面上向量的

投影，得到与向量b 共线的向量 c ， cos ,
b

c a a b
b

=   ，向量 c

称为向量a 在向量b 上的投影向量. 

⑤ a b 的几何意义：a 与b 的数量积等于a 的模与b 在a 上的投影 cosb a b ， 的乘积，也等于b 的模与a

在b 上的投影 cosa a b ， 的乘积. 

⑥空间向量数量积的性质 

ⅰ cos ,a e a a e=   . 

ⅱ 若a ，b 为非零向量，则 0a b a b⊥  = . 
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ⅲ 
2

cos ,a a a a a a a=   = ；或
2

a a a a= = . 

ⅳ 若a ，b 为非零向量，则cos
a b

a b
a b

  =， . 

ⅴ a b a b （当且仅当a ，b 共线时等号成立）. 

8.空间向量基本定理 

（1）定理：如果三个向量a ，b ，c 不共面，那么对任意一个空间向量 p ，存在唯一的有序实数组 ( )x y z， ， ，

使得 p xa yb zc= + + . 

（2）基底与基向量 

如果三个向量a ，b ，c 不共面，那么所有空间向量组成的集合就是 Rp p xa yb xc x y z= + + ， ， ， .

这个集合可看作向量a ，b ， c 生成的，我们把 a b c， ， 叫做空间的一个基底，a ，b ， c 都叫做基向

量.空间任意三个不共面的向量都可以构成空间的一个基底. 

（3）单位正交基底：特别地，如果空间的一个基底中的三个基向量两两垂直，且长度都为 1，那么这个基

底叫做单位正交基底，常用 i j k，， 表示. 

（4）正交分解：由空间向量基本定理可知，对空间中的任意向量a ，均可以分解为三个向量 xi y j zk， ， ，

使 a xi y j zk= + + .像这样，把一个空间向量分解为三个两两垂直的向量，叫做把空间向量进行正交分解. 

9.空间直角坐标系 

（1）空间直角坐标系：如图，在空间选定一点O和一个单位正交基底

 i j k，， ，以点O为原点，分别以 i j k，， ，的方向为正方向，以它

们的长为单位长度建立三条数轴： x 轴、 y 轴、 z 轴，它们都叫做坐标

轴.这时我们就建立了一个空间平面直角坐标系Oxyz ，O叫做原点，

i j k，， 都叫做坐标向量，通过每两个坐标轴的平面叫做坐标平面，分

别称为Oxy 平面，Oyz平面，Ozx平面，它们把空间分成八个部分. 

（2）空间向量的坐标 

在空间直角坐标系Oxyz 中， i j k，， 为坐标向量，对空间任意一点 A，对应一个向量OA，且点 A的位置

由向量OA唯一确定，由空间向量基本定理，存在唯一的有序实数组 ( )x y z， ， ,使OA xi y j zk= + + . 

在单位正交基底 i j k，， 下与向量OA对应的有序实数组 ( )x y z， ， ，叫做点 A在空间直角坐标系中的坐

标，记作 ( )A x y z， ， ，其中 x 叫做点 A的横坐标， y 叫做点 A的纵坐标， z 叫做点 A的竖坐标. 
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（3）空间向量的坐标运算 

设 ( )1 2 3a a a a= ， ， ， ( )1 2 3b b b b= ， ， . 

①加法： ( )1 1 2 2 3 3a b a b a b a b+ = ++ ， + ， ； 

②减法： ( )1 1 2 2 3 3a b a b a b a b− = −- ， - ， ； 

③数乘： ( )1 2 3a a a a   = ， ， ， R ； 

④数量积： 1 1 2 2 3 3a b a b a b a b= + + ； 

⑤共线：当 0b  时， 21 1 2 3 3a b a b a b a b a b     = = =∥ = ， ， ； 

⑥垂直： 1 1 2 2 3 30 0a b a b a b a b a b⊥  =  + + = ； 

⑦向量长度：
2 2 2

1 2 3a a a a a a= = + + ； 

⑧向量夹角： 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

cos
a b a b a ba b

a b
a b a a a b b b

+ +
  = =

+ + + +
， . 

 

 

 

 

（4）空间两点间的距离公式 

设 ( )1 1 1 1P x y z， ， ， ( )2 2 2 2P x y z， ， ， ( )0 0 0O ，， 则 ( )1 2 2 1 2 1 2 1 2 1PP OP OP x x y y z z= − = − − −， ， . 

于是 ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1PP PP PP PP x x y y z z= = = − + − + − . 

10.空间向量的应用 

(1)平面的法向量 

①定义：如图，直线 l ⊥ .取直线 l的方向向量a ，我们称向量a 为平面 的法向量.给定一个点 A和一个

向量a ，那么过点 A，且以向量a 为法向量的平面完全确定，可以表示为集合 0P a AP = . 

 

 

 

 

 

 

②求平面法向量的方法： 

ⅰ直接找：结合几何体给出的有向线段，证明线面垂直即可. 

ⅱ待定系数法. 
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具体步骤： 

第一步：设平面的一个法向量 ( )n x y z= ， ， ； 

第二步：选取不共线的两个向量 AB ， AC ； 

第三步：根据法向量的定义建立方程组
0

0

n AB

n AC

 =


=

， 

第四步：解方程组，取其中一个解，得到平面的一个法向量. 
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（2）空间线面位置关系的判定 

设空间两条直线 1 2l l， 的方向向量分别为 ( )1 1 1 1v x y z= ， ， ， ( )2 2 2 2v x y z= ， ， ，两个平面 1 2 ， 的法向量

分别为 ( )1 1 1 1n a b c= ， ， ， ( )2 2 2 2n a b c= ， ， ，则 

位置关系 向量表示 向量运算 坐标运算 

1 2l l⊥  
1 2v v⊥  1 2 0v v =  1 2 1 2 1 2 0x x y y z z+ + =  

1 1l ⊥  
1 1v n∥  1 1n kv=  1 1a kx= ， 1 1b ky= ， 1 1c kz= ， k 为非零常数 

1 2 ⊥  
1 2n n⊥  1 2 0n n =  1 2 1 2 1 2 0a a b b c c+ + =  

1 2l l∥  
1 2v v∥  2 1v kv=  2 1x kx= ， 2 1y ky= ， 2 1z kz= ， k 为非零常数 

1 1l ∥  
1 1v n⊥  1 1 0v n =  1 1 1 1 1 1 0x a y b z c+ + =  

1 2 ∥  
1 2n n∥  2 1n kn=  2 1a ka= ， 2 1b kb= ， 2 1c kc= ， k 为非零常数 

 

（3）向量与距离 

①点到直线的距离 

如图，直线 l的方向向量为 v ，点P 为直线 l一点，过点P 作直线 l的垂线交直线 l于点 D ，则 PD 即为点P

到直线 l的距离. 

设 A为直线 l上任意一点，则 AD 是 AP 在直线 l上的投影向量，其

投影长 cos
AP v AP v

AD AP PAD AP
AP v v

=  = = . 

所 以 ， 点 P 到 直 线 l 的 距 离 :

2

2 2 2 AP v
d PD AP AD AP

v

 
 = = − = −
 
 

 

②点到平面的距离 

如图，n 为平面 的一个法向量，AP 为平面 的一条斜线段（点 A在

平面 内），则点 P 到平面 的距离就是 AP 在直线 l 上的投影向量

QP 的长度： cos
AP n

PQ AP AP n
n

=   =， . 
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（4）向量与夹角 

①直线与直线的夹角 

设两条异面直线 1l 和 2l 所成的角为
π

0
2


  

 
  
， ，其方向向量分别为u v， ，则 

cos cos
u vu v

u v
u v u v

 =   = =， . 

②直线与平面所成的角 

设直线 l和平面 所成的角为
π

0
2


  

  
  
， ，直线 l方向向量为u ，平面 的法向量为n ，则 

sin cos
u nu n

u n
u n u n

 =   = =， . 

③平面与平面所成的角 

平面 与平面 相交，形成四个二面角，我们把四个二面角中不大于90的二面角称为平面 与平面 的夹

角. 

设平面 与平面 的夹角为 ，其法向量分别为 1 2n n， ，则 

11
1

1 1

cos cos
n nn n

n n
n n n n

 =   = =
22

2

2 2

， . 
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第二章 直线和圆的方程 

1、倾斜角与斜率 

（1）倾斜角：直线向上方向与𝑥轴正方向所成的最小正角，范围[0, 𝜋) 

（2）斜率：倾斜角的正切值记为直线的斜率 

2、直线方程 

点斜式 𝑦 − 𝑦1 = 𝑘(𝑥 − 𝑥1) 

斜截式 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 

两点式 
𝑦 − 𝑦1

𝑦2 − 𝑦1
=

𝑥 − 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1
 

截距式 
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1 

一般式 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

3、两直线的平行与垂直 

（1）、若 𝑙1: 𝑦 = 𝑘1𝑥 + 𝑏1，𝑙2: 𝑦 = 𝑘2𝑥 + 𝑏2，则 

➢ 𝑙1 ∥ 𝑙2：𝑘1 = 𝑘2, 𝑏1 ≠ 𝑏2 

➢ 𝑙1 ⊥ 𝑙2：𝑘1𝑘2 = −1 

（2）、若 𝑙1: 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0，𝑙2: 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0，且𝐴1、𝐴2、𝐵1、𝐵2 都不为零，则 

➢ 𝑙1 ∥ 𝑙2：
𝐴1

𝐴2
=

𝐵1

𝐵2
≠

𝐶1

𝐶2
 

➢ 𝑙1 ⊥ 𝑙2：𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 = 0 

4、直角坐标公式 

（1）两点间距离：|𝐴𝐵| = √(𝑥1 − 𝑥2)
2 + (𝑦1 − 𝑦2)

2 

（2）点到直线距离：𝑑 =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
 

（3）两平行线间的距离公式：𝑑 =
|𝐶1−𝐶2|

√𝐴2+𝐵2
 

（4）两直线夹角公式：tan⁡𝛼 = |
𝑘2−𝑘1

1+𝑘2𝑘1
| 

（5）中点坐标公式：(
𝑥1+𝑥2

2
,
𝑦1+𝑦2

2
) 

5、圆 

（1）圆的定义：平面上一动点𝑃(𝑥, 𝑦) 到一定点 𝐴(𝑎, 𝑏) 的距离是常数 𝑟 的动点轨迹为圆 

（2）圆的方程： 

标准方程 (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 

一般方程 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 = 0(𝐷2 + 𝐸2 − 4𝐹 > 0) 

直径式方程 (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) + (𝑦 − 𝑦1)(𝑦 − 𝑦2) = 0 

（3）点(𝑥0, 𝑦0)与圆(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2的位置关系 

➢ 代数法：若 𝑑 = √(𝑎 − 𝑥0)
2 + (𝑏 − 𝑦0)

2，则在圆内 𝑑 < 𝑟，在圆上 𝑑 = 𝑟，在圆外 𝑑 > 𝑟 

➢ 向量法：取直径端点为𝐴, 𝐵：则在圆内 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ < 0，在圆上 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0，在圆外 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐵𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ > 0 

 

（4）直线和圆的位置关系 

➢ 几何法：通过比较圆心𝑂到直线𝑙的距离来𝑑判断位置关系的方法  
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➢ 代数法：通过联立圆方程和直线方程得到一元二次方程, 用其判别式判断位置关系的方法。 

 

（5）圆与圆的位置关系（𝑑表示圆心距，𝑅, 𝑟表示两圆半径，且𝑅 > 𝑟） 

➢ 相离：𝑑 > 𝑅 + 𝑟 

➢ 外切：𝑑 = 𝑅 + 𝑟 

➢ 相交：𝑅 − 𝑟 < 𝑑 < 𝑅 + 𝑟 

➢ 内切：𝑑 = 𝑅 − 𝑟 

➢ 内含：0 < 𝑑 < 𝑅 + 𝑟 

 

（6）圆𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2在圆上点𝑃0(𝑥0, 𝑦0)处的切线方程为𝑥0𝑥 + 𝑦0𝑦 = 𝑟2 

（7）圆系方程 

➢ 过圆与圆交点的圆系方程：𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷1𝑥 + 𝐸1𝑦 + 𝐹1 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷2𝑥 + 𝐸2𝑦 + 𝐹2) = 0⁡(𝜆 ≠ −1) 

➢ 圆与圆公共弦方程：𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷1𝑥 + 𝐸1𝑦 + 𝐹1 − (𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷2𝑥 + 𝐸2𝑦 + 𝐹2) = 0 

➢ 过圆与直线交点的圆系方程：𝑥2 + 𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 + 𝜆(𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶) = 0 

 

（8）圆的方程的求法：待定系数法、几何法、圆系法 
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第三章 圆锥曲线的方程 

第一部分 椭圆 

 
1、椭圆的定义： 

平面内一个动点 P 到两个定点 1 2,F F 的距离之和等于常数（ 1 2 1 22PF PF a F F+ =  ），这个动点 P

的轨迹叫做椭圆.这两个定点叫做椭圆的焦点，两焦点的距离叫做椭圆的焦距. 

注意：若 1 2 1 2PF PF F F+ = ，则动点 P的轨迹为线段 1 2F F ； 

若 1 2 1 2PF PF F F+  ，则动点 P 的轨迹无图形. 

2、椭圆的标准方程： 

焦点在 x 轴上时 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
（

2 2 2a b c= + ）  cos
sin

x a
y b




=
=

（参数方程，其中 为参数）， 

焦点在 y 轴上时
2

2

2

2

b

x

a

y
+ ＝1（ 0a b  ）。 

3、方程说明： 

（1）a,b,c的关系：a 最大，且 222 bca += ； 

（2）判断方程：看 x
2
，y

2
 项的分母大小，哪个分母大，焦点就在哪个坐标轴上(“谁大在谁轴”） 

（3）椭圆方程的统一形式：mx
2
+ny

2
=1（m>0，n>0，m≠n） 

（4）周长问题：已知经过椭圆
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 的右焦点 2F 作直线 AB，交椭圆与 A、B两点，

1F 是椭圆的左

焦点，则 1ABF 的周长为4a  

4、椭圆的几何性质：（以 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
（ 0a b  ）为例）： 

（1）范围： ,a x a b y b−   −   ；椭圆落在 byax == , 组成的矩形中 

（2）对称性：两条对称轴 0, 0x y= = ，一个对称中心（0,0）， 

①  若把曲线方程中的 x 换成 x− ，方程不变，则曲线关于 y 轴对称； 

②  若把曲线方程中的 y 换成 y− ，方程不变，则曲线关于 x 轴对称； 

③  若把曲线方程中的 x 、 y 同时换成 x− 、 y− ，方程不变，则曲线关于原点对称。 

 

（3）顶点：椭圆与它的对称轴的交点叫顶点， 

四个顶点 A1（-a，0）  A2（a，0）  B1（0，-b）  B2（0，b）  

长轴：A1A2    （｜A1A2｜=2a）  长半轴长：a 

短轴：B1B2    （｜B1B2｜=2b）   短半轴长：b 

焦点：两个焦点 ( ,0)c ；焦距 2c 

       性质：（1）椭圆上到原点距离最近的点为短轴端点，最远点为长轴端点 

       （2）过原点的弦中，最长为长轴，最短为短轴 

       （3）做椭圆的平行弦，弦长最长的为过原点； 

       （4）椭圆上到焦点的距离最近点、最远点分别为长轴两个端点； 

 

（4）离心率：我们把椭圆的焦距与长轴长的比
⁡𝑐⁡

⁡𝑎⁡
 称为椭圆的离心率，用 e表示。 

c
e

a
= ，椭圆 0 1e  ，e 越小，椭圆越圆；e 越大，椭圆越扁。 
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5、点与椭圆的位置关系： 

①点 0 0( , )P x y 在椭圆外

2 2

0 0

2 2
1

x y

a b
+  ； 

②点 0 0( , )P x y 在椭圆上
2

2

0

2

2

0

b

y

a

x
+ ＝1； 

③点 0 0( , )P x y 在椭圆内
2 2

0 0

2 2
1

x y

a b
+   

6．直线与圆锥曲线的位置关系： 

（1）相交： 0  直线与椭圆相交； 

（2）相切： 0 = 直线与椭圆相切；  

（3）相离： 0  直线与椭圆相离；  

7、焦点三角形：椭圆
2 2

2 2
1( 0)

x y
a b

a b
+ =   ，P 为椭圆上除长轴端点外的任一点， 1 2,F F 为椭圆的两个焦

点组成△F1PF2，△F1PF2叫焦点三角形； 

①若 1 2F PF  = ，则 21PFF 的面积为
2 tan

2
b


  

② 
2

1 2

2

1 cos

b
F P F P


 =

+
 

③周长为 2a+2c 

④ 1 2F PF 的最大值为 P在短轴端点处， 

⑤判断椭圆上一点 P，使 1 2F PF =90 的点 P的个数：B为短轴端点 

   1 2F BF =90有 2个； 1 2F BF >90有 4个; 1 2F BF <90 有 0 个 

⑥若 = 21FPF ， 2 1PF F  = ，则离心率

2
cos

2
cos





−

+

=e ； 

 

8、弦长公式：若直线 y kx b= + 与圆锥曲线相交于两点 A、B，且 1 2,x x 分别为 A、B 的横坐标，则 AB ＝

2

1 21 k x x+ − ，若 1 2,y y 分别为 A、B 的纵坐标，则 AB ＝ 212

1
1 yy

k
−+ ，若弦 AB所在

直线方程设为 x ky b= + ，则 AB ＝ 2

1 21 k y y+ − 。 

9、圆锥曲线的中点弦问题：遇到中点弦问题常用“韦达定理”或“点差法”求解。 

在椭圆
2 2

2 2
1+ =

x y

a b
中，以

0 0
( , )M x y 为中点的弦 AB 所在直线 

（1）
0

2

0

2

ya

xb
K AB −= ； 

y

xOF1 F2

P

α β
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（2）
2

2OM AB

b
k k

a
 = −  

（3）中点弦 AB 的方程是
2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

x x y y x y

a b a b
+ = + . 

                             

10、共焦点的椭圆标准方程 

共焦点，则 c 相同。与椭圆 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
)0(  ba 共焦点的椭圆方程可设为 1

2

2

2

2

=
+

+
+ mb

y

ma

x

)( 2bm − ，  

11、通径：过椭圆焦点与长轴垂直的直线截椭圆弦长叫通径。｜AB｜=
2𝑏2

𝑎
   

 

12、椭圆的第二定义: 

（1）、定义：动点到定点的距离与它到一条定直线的距离的比是一个 )1,0( 内常数e ，那么这个点的轨

迹叫做椭圆  其中定点叫做椭圆的焦点，定直线叫做椭圆的准线，常数e 就是椭圆的离心率  

注意：① 定点必在定直线外 ② 比值必小于 1 ③  符合此定义必为椭圆，但不一定是标准方程； 

   （2）、椭圆的准线方程 

       对应关系：焦点----准线 

  ① 对于 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
，左焦点 )0,(1 cF − 对应着左准线

c

a
xl

2

1 : −= ；  

右焦点 )0,(2 cF 对应着右准线
c

a
xl

2

2 : =  

②对于 1
2

2

2

2

=+
b

x

a

y
， 下焦点 ),0(1 cF − 对应着下准线

c

a
yl

2

1 : −= ； 

上焦点 ),0(2 cF 对应着上准线
c

a
yl

2

2 : =  

     （3）准线方程的特征： 

    椭圆的准线方程有两条，这两条准线在椭圆外部，与短轴平行，且关于短轴对称  

准线的位置关系：
c

a
ax

2

 ；两准线间距离：
22a

c
 

焦准距（焦参数）：焦点到准线的距离
c

b

c

ca
c

c

a
p

2222

=
−

=−=  

（3）、椭圆的焦半径公式： 

奎屯
王新敞
新疆

奎屯
王新敞
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① ),( 00 yxM 是椭圆 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
)0(  ba 的一点, 1r 和 2r 分别是点M 与点 )0,(1 cF − , )0,(2 cF

的距离.那么（左焦半径） 01 exar += ,（右焦半径） 02 exar −= , 

       注意：焦半径公式的两种形式的区别只和焦点的左右有关，而与点在左在右无关    

② 同理有焦点在 y 轴上的椭圆的焦半径公式：

 





−=

+=

02

01

eyaMF

eyaMF

         
（ 其中 21FF 分别是椭圆的下上焦点）

  

 

第二部分 双曲线 
 

1、双曲线的定义：平面内到两定点 21, FF 的距离的差的绝对值为常数（小于 21FF ）的动点的轨迹叫双曲

线   即 aMFMF 221 =− ，这两个定点叫做双曲线的焦点，两焦点间的距离叫做焦距  

注意两点： 

（1）距离之差的绝对值. 

（2）2a＜|F1F2|，这两点与椭圆的定义有本质的不同. 

当|MF1|－|MF2|=2a 时，曲线仅表示焦点 F2所对应的一支； 

当|MF1|－|MF2|=－2a时，曲线仅表示焦点 F1所对应的一支； 

当 2a=|F1F2|时，轨迹是一直线上以 F1、F2为端点向外的两条射线； 

当 2a＞|F1F2|时，动点轨迹不存在. 

2．双曲线的标准方程 

焦点在 x 轴上时： 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
  ，焦点是 )0,(),0,( 21 cFcF − ， 

焦点在 y 轴上时： 1
2

2

2

2

=−
b

x

a

y
 ， 焦点是 ),0(),,0( 21 cFcF −  

3、标准方程说明 

 （1）a,b,c的关系：c 最大，且
2 2 2c a b= + ； 

 （2）焦点判定：看正负——谁正在谁轴； 

 （3）双曲线方程一般式：
2 2 1 0Ax By AB− = ， ； 

 （4）周长问题：已知 1 2F F、 为 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
的左右焦点，A、B在右支上，线段 AB过右焦点 2F ，AB m= ，

则 1ABF 的周长为 4a+2m   
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4、曲线的内外部 

(1)点 0 0( , )P x y 在双曲线
2 2

2 2
1( 0, 0)

x y
a b

a b
− =   的内部

2 2

0 0

2 2
1

x y

a b
 −  . 

(2)点 0 0( , )P x y 在双曲线
2 2

2 2
1( 0, 0)

x y
a b

a b
− =   的外部

2 2

0 0

2 2
1

x y

a b
 −  . 

5、基本性质 

双曲线 

标准方程（焦点在 x 轴） 

)0,0(1
2

2

2

2

=− ba
b

y

a

x
 

标准方程（焦点在 y 轴） 

)0,0(1
2

2

2

2

=− ba
b

x

a

y
 

定义 

定义：平面内与两个定点 1F ， 2F 的距离的差的绝对值是常数（小于 1 2F F ）的点的轨迹叫

双曲线。这两个定点叫做双曲线的焦点，两焦点的距离叫焦距。  aMFMFM 221 =−

( )212 FFa   

 

 

范围 x a ， y R  y a ， x R  

对称轴 x 轴 ， y 轴；实轴长为2a ,虚轴长为2b  

对称中心 原点 (0,0)O  

焦点坐标 

1( ,0)F c−    2 ( ,0)F c  1(0, )F c−    2 (0, )F c  

焦点在实轴上，
2 2c a b= + ；焦距： 1 2 2F F c=  

顶点坐标 （ a− ,0） ( a ,0) (0, a− ,)  (0，a ) 

x

y

P 

  

 

 

x

y

P 
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离心率 

2

2
1 ,( 1)

c b
e e

a a
= = +   其中 

⁡𝑏⁡

⁡𝑎⁡
 = 

⁡√𝑐2−𝑎2⁡

⁡𝑎⁡
 =√(

𝑐

⁡𝑎⁡
)2 − 1⁡⁡ =√𝑒2 − 1⁡⁡ 

①当 e∈(1，+∞) 时，
⁡𝑐⁡

⁡𝑎⁡
 ∈(0，+∞) ，且 e增大，

⁡𝑏⁡

⁡𝑎⁡
 也增大。E 增大时，渐近线与实

轴的夹角增大（斜率）。 

②e表示双曲线开口大小的一个量，e 越大，开口越大。 

同离心率的双曲线系 

与双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 同离心率的双曲线系为 =−

2

2

2

2

b

y

a

x
（ 0  ）或

2 2

2 2

y x

a b
− =

（ 0  ） 

 

渐近线 

方程 

x
a

b
y =   

a
y x

b
=     

共渐近线

的双曲线

系方程 

k
b

y

a

x
=−

2

2

2

2

（ 0k  ） k
b

x

a

y
=−

2

2

2

2

（ 0k  ） 

直线和双

曲线的位

置 

双曲线 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
与直线 y kx b= + 的位置关系： 

利用

2 2

2 2
1

x y

a b

y kx b


− =


 = +

转化为一元二次方程用判别式确定。 

二次方程二次项系数为零直线与渐近线平行。 

相交弦 AB 的弦长 2 2

1 2 1 21 ( ) 4AB k x x x x= + + −  

 

6、等轴双曲线 

（1）半实轴长=半虚轴长（一般而言是 a=b，但有些地区教材版本不同，不一定用的是 a,b这两个字母）； 

（2）其标准方程为
2 2x y C− = ，其中 0C  ； 

（3）离心率 2e = ； 

（4）渐近线：两条渐近线 y=±x 互相垂直； 

 

 

 

http://baike.baidu.com/view/2181338.htm
http://baike.baidu.com/view/152611.htm
http://baike.baidu.com/picview/2087787/2087787/0/b110e619c6458138dab4bd85.html
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7、在双曲线
2 2

2 2
1− =

x y

a b
中，以

0 0
( , )M x y 为中点的弦 AB所在直线 

（1）
0

2

0

2

ya

xb
K AB = ； 

（2）
2

2OM AB

b
K K

a
 =  

（3）中点弦的方程是
2 2

0 0 0 0

2 2 2 2

x x y y x y

a b a b
− = − . 

8、焦点三角形  

  已 知 、 是 双 曲 线
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 的 两 个 焦 点 ， 点 P 在 双 曲 线 上 ， 设

1 2 1 2 1 2, ,F PF PF F F F P   =  =  =  

性质：（1）   
2

1 2

2

1 cos

b
PF PF


 =

−
   

（2）  21PFF 的面积为
2 cot

2
S b c y


=  = 。 由此可顺便求 P点坐标。

2

cot
2

b
y

c


=  

（3）  若 = 21FPF ， 2 1PF F  = ，则离心率

sin
sin( ) 2

sin sin
sin

2

e

 
 

  

+
+

= =
−−

； 

（4） 1 2F PF 的角分线是 P处切线； 21PFF 的内切圆与实轴切于顶点。 

 

9、双曲线的第二定义：到定点 F 的距离与到定直线 l 的距离之比为常数 )0( = ac
a

c
e 的点的轨迹是双

曲线   其中，定点叫做双曲线的焦点，定直线叫做双曲线的准线   常数 e是双曲线的离心率． 

10、准线方程： 

1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
中，左焦点 )0,(1 cF − 对应着左准线

c

a
xl

2

1 : −= ，右焦点 )0,(2 cF 对应着右准线
c

a
xl

2

2 : = ； 

1
2

2

2

2

=−
b

x

a

y
中，下焦点 ),0(1 cF − 对应着下准线

c

a
yl

2

1 : −= ；上焦点 ),0(2 cF 对应着上准线
c

a
yl

2

2 : =  

11、双曲线的焦半径：双曲线上任意一点 M与双曲线焦点 21 , FF 的连线段，叫做双曲线的焦半径  

1F 2F

奎屯
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焦点在 x 轴上的双曲线的焦半径公式：





−=

+=


02

01

exaMF

exaMF

   

21 , FF 是双曲线的左右焦点 

焦点在 y 轴上的双曲线的焦半径公式：





−=

+=


02

01

eyaMF

eyaMF

   

21 , FF 是双曲线的下上焦点

 12、焦点弦： 

定义：过焦点的直线割双曲线所成的相交弦  焦点弦公式：可以通过两次焦半径公式得到： 

设两交点 ),(),( 2211 yxByxA  

当双曲线焦点在 x 轴上时，焦点弦只和两焦点的横坐标有关： 

过左焦点与左支交于两点时： )(2 21 xxeaAB +−−=  

过右焦点与右支交于两点时： )(2 21 xxeaAB ++−=  

当双曲线焦点在 y 轴上时，焦点弦只和两焦点的纵坐标有关： 

过下焦点与下支交于两点时： )(2 21 yyeaAB +−−=  

过上焦点与上支交于两点时： )(2 21 yyeaAB ++−=  

13、通径：过焦点且垂直于对称轴的相交弦
a

b
d

22
=    

14、焦准距（也叫焦参数）位置： 0
2


c

a
ax  焦点到准线的距离

c

b
p

2

=   

15、共轭双曲线：以已知双曲线实轴为虚轴，虚轴为实轴，这样的双曲线称为原双曲线的共轭双曲线  

             如 1
916

22

=−
yx

与 1
169

22

=−
xy

 

注意的区别：三量 a,b,c中 a,b 不同（互换）c相同  

通过分析曲线发现二者其具有相同的渐近线   此即为共轭之意  

① 性质：共用一对渐近线   双曲线和它的共轭双曲线的焦点在同一圆上  

② 确定双曲线的共轭双曲线的方法：将 1变为-1   

  

16、2b: 双曲线的焦点到渐近线的距离为 b; 

过双曲线顶点 A的切线与渐近线相交点 M，所得线段 AM的大小恰好就是b . 

    

17、第三定义：与两个定点的斜率之积为常数的点的轨迹； 

    性质：双曲线
2 2

2 2
1

x y

a b
− = ，过原点任意作直线与双曲线交于两点 A B、 ，双曲线上任意一点 C， 

           则
2

2AC BC

b
k k

a
 = ； 
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第三部分 抛物线 

1、基础知识 

抛 

物 

线 

)0(

22



=

p

pxy
 

 
)0(

22



−=

p

pxy
 

 

)0(

22



=

p

pyx
 

 
)0(

22



−=

p

pyx
 

 

定义 

平面内与一个定点 F 和一条定直线 l 的距离相等的点的轨迹叫做抛物线，点F 叫做抛物线

的焦点，直线 l 叫做抛物线的准线。 

{ MFM =点 M到直线 l 的距离} 

范围 0,x y R   0,x y R   , 0x R y   , 0x R y   

对称性 关于 x 轴对称 关于 y 轴对称 

焦点 
(

2

p
,0) (

2

p
− ,0) (0,

2

p
) (0,

2

p
− ) 

焦点在对称轴上 

顶点 (0,0)O  

离心率 e =1 

准线 

方程 
2

p
x −=  

2

p
x =  

2

p
y −=  

2

p
y =  

准线与焦点位于顶点两侧且到顶点的距离相等。 

顶点到准线

的距离 2

p
 

焦点到准线

的距离 
p  

焦半径 

1 1( , )A x y  1
2

p
AF x= +  1

2

p
AF x= − +  1

2

p
AF y= +  1

2

p
AF y= − +  

焦 点弦 长

AB  1 2( )x x p+ +  1 2( )x x p− + +  1 2( )y y p+ +  1 2( )y y p− + +  

焦点弦 AB

的几条性质

1 1( , )A x y

2 2( , )B x y  

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 

O 

l 

F x 

y 

O 

l 

F 

l 

F 

x 

y 

O 

x 

y 

O 

l 

F 

o 
x 

 

F 

y 
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以 AB 为直径的圆必与准线 l 相切 

若 AB 的倾斜角为 ，则
2

2

sin

p
AB


=  若 AB 的倾斜角为 ，则

2

2

cos

p
AB


=  

2

1 2
4

p
x x =      

2

1 2y y p= −  

1 1 2AF BF AB

AF BF AF BF AF BF p

+
+ = = =

• •
 

切线 

方程 
0 0( )y y p x x= +  

0 0( )y y p x x= − +  
0 0( )x x p y y= +  

0 0( )x x p y y= − +  

 

2、通径：通过抛物线的焦点 F 作垂直于 x 轴的直线，交抛物线于 A、B 两点，线段 AB 叫做抛物线的通径。 

｜AB｜=2P 

3、直线与抛物线的位置关系 

  直线 :l y kx b= + ，抛物线
2: 2C y px= ， 由 

2 2

y kx b

y px

= +


=
，消 y得：  

（1）当 k=0时，直线 l 与抛物线的对称轴平行，有一个交点； 

（2）当 k≠0 时，Δ＞0，直线 l 与抛物线相交，两个不同交点； 

                Δ=0， 直线 l 与抛物线相切，一个切点； 

                Δ＜0，直线 l 与抛物线相离，无公共点。 

（3）若直线与抛物线只有一个公共点,则直线与抛物线必相切吗?（不一定） 

 

4、在抛物线 2 2 ( 0)y px p=  中，以
0 0
( , )P x y 为中点的弦所在直线的斜率 

（1）
0

AB

p
K

y
= ； 

（2）
0

OM AB

p
K K

x
 =  

（3）中点弦的方程是
20

0 0 02 2
2

x x
yy p y px

+
− = − . 
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【选择性必修二】 

第四章 数列 

4.1  数列的概念 

1．数列：按照一定顺序排列着的一列数称为数列. 

（1）项：数列中的每一个数叫做这个数列的项. 

（2）首项：数列中的每一项都和它的序号有关，排在第一位的数称为这个数列的第 1 项（通常也叫做首项）. 

（3）记法：排在第 n 位的数称为这个数列的第 n 项.所以，数列的一般形式可以写成
1a ，

2a ，
3a ，…，

na ，…．  简记为   na  .({ }此时表示数列，而不是集合) 

2．数列的分类 

（1）按照数列的项数分： 

①有穷数列：项数有限的数列 

②无穷数列：项数无限的数列 

（2）按照数列的变化趋势分： 

①递增数列：从第 2 项起，每一项都大于它的前一项的数列. 

②递减数列：从第 2 项起，每一项都小于它的前一项的数列. 

③常数列：各项都相等的数列. 

④摆动数列：从第 2 项起，有些项大于它的前一项，有些项小于它的前一项的数列.  

3．数列与数集：数列是按照一定顺序排列的一列数.数集则是无序的. 

4．通项公式 

（1）数列可以看成以正整数集
*N （或它的有限子集{1，2，…，n}）为定义域的函数 ( )na f x= ，当自变

量按照从小到大的顺序依次取值时，所对应的一列函数值 .反过来，对于函数 ( )y f x= ，如果

( )( )1,2,3,f i i =  有意义，那么我们可以得到一个数列 ( )1f , ( )2f , ( )3f ,…, ( )f n ,…数列是特殊的函

数（离散函数） 

（2）如果数列 na 的第n 项与序号n 之间的关系可以用一个式子来表示，那么这个公式叫做这个数列的通

项公式. 

5．递推法：如果已知数列 na 的首项（或前几项），且任一项
na 与它的前一项

1na −
（或前几项）间的关系

可用一个公式来表示，那么这个公式叫做数列的递推公式.用递推公式给出数列的方法叫做递推法. 

6．数列的表示方法：图像、列表、公式、递推公式 
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4.2 等差数列 

1．等差数列的定义 

一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与它的前一项的差都等于同一个常数，那么这个数列就叫做等差

数列，这个常数叫做等差数列的公差，公差通常用字母d 表示． 

2．等差中项 

, ,a A b 成等差数列⇔ A 是 ,a b的等差中项⇔2A = a b+ ． 

3．等差数列的通项公式 

以
1a 为首项，d 为公差的等差数列 na 的通项公式为

na ＝ ( )1 1a n d+ − ． 

4．等差数列的前n 项和公式 

首项为
1a ，公差为 d ，末项为

na ，项数为 n 的等差数列  na 的前 n 项和为
nS ＝

( )1

2

nn a a+
＝

( )
1

1

2

n n d
na

−
+ ． 

5．等差数列的性质 

数列 na 是公差为d 的等差数列，则： 

(1)
na ＝

ma ＋ ( )n m d− ( *,n m N )，d ＝ n ma a

n m

−

−
( n m )． 

(2)若m n p q+ = + ，则
m na a+ ＝

p qa a+ ( *, , ,m n p q N )． 

特别地，①若 2m n p+ = ，则
m na a+ ＝2 pa ( *, ,m n p N )； 

②有穷等差数列中，与首末两项等“距离”的两项之和都相等，都等于首末两项的和，即

1 2 1 3 2 1n n n i n ia a a a a a a a− − + −+ = + = + =  = + =   

(3)下标成等差数列的项
ka ，

k ma +
，

2k ma +
，…组成以md 为公差的等差数列． 

(4)数列 nta +  ( t ，是常数)是公差为 td 的等差数列． 

(5)若数列 nb 为等差数列，则数列 n nta b  ( t ，是常数)仍为等差数列． 

6．等差数列前 n 项和的性质 

(1)项数的“等和”性质：
nS ＝

( )1

2

nn a a+
＝

( )1

2

m n mn a a + −+
． 

(2)若等差数列共有2 1n− 项，则
2 1nS −

＝ ( )2 1 nn a− ； 

若等差数列共有2n项，则
2nS ＝ ( )1n nn a a ++ ． 
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(3)与项数有关的“奇偶”性质( S奇
， S

偶  分别表示所有奇数项的和与所有偶数项的和)： 

①若等差数列的项数为2n，则S S−奇 偶
＝nd ，

S

S

奇

偶

＝
1

n

n

a

a +

； 

②若等差数列的项数为2 1n− ，则S S−奇 偶
＝

na ，
S

S

奇

偶

＝
1

n

n +
 ( S奇

＝
nna ，S

偶
＝ ( )1 nn a− )． 

(4)已知等差数列 na 和 nb 的前n 项和分别为
nS ，

nT ，则 n

n

a

b
＝ 2 1

2 1

n

n

S

T

−

−

， n

n

a

b
＝ 2 1

2 1

2 1

2 1

m

n

Sn

m T

−

−

−


−
． 

(5)“片段和”性质：等差数列 na 中，公差为d ，前 k 项的和为
kS ，则

kS ，
2k kS S− ，

3 2k kS S− ，…，

( )1mk m k
S S

−
− ，…构成公差为

2k d 的等差数列． 

(6)数列 nS

n

 
 
 

是等差数列，首项为
1a ，公差为等差数列 na 公差的一半． 

7．等差数列的判断方法 

(1)定义法：
1n na a+ − ＝ d (常数)(

*n N )⇔  na 是等差数列；
1n na a −− ＝d(常数)( 2n  ，

*n N )⇔

 na 是等差数列． 

(2)等差中项法：
12 na +
＝

2n na a ++  (
*n N )⇔ na 是等差数列． 

(3)通项公式法：
na ＝kn b+ ( ,k b为常数)⇔ na 是等差数列． 

(4)前n 项和法： 
nS ＝

2An Bn+ ( ,A B为常数)⇔  na 是等差数列． 

4.3 等比数列 

1．等比数列的概念 

一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与它的前一项的比都等于同一个常数，那么这个数列叫做等比数

列，这个常数叫做等比数列的公比，公比通常用字母q 表示(显然 0q  )． 

2．等比中项 

, ,a G b成等比数列⇔G 是 ,a b的等比中项⇔
2G ＝ ab ( 0ab  )． 

3．等比数列的通项公式 

设等比数列 na 的首项为
1a ，公比为q ，则这个等比数列的通项公式是

na ＝
1

1

na q −
 (

1a ， 0q  )． 

4．等比数列的前n 项和公式 

设等比数列 na 的首项为
1a ，公比为q ，则 na 的前n 项和公式为

nS ＝ ( )
1

1 1 1

, 1

1
, 1.

1 1

n n

na q

a q a a q
q

q q

=


− −
= 

− −

 

5．等比数列的性质 
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若数列 na 是公比为q 的等比数列，则 

(1)
na ＝

ma n mq − ( *,m n N )． 

(2)若m n p q+ = + ， *, , ,m n p q N ，则
m na a ＝

p qa a ． 

特别地：①若 2m n r+ = ，则
m na a ＝

2

ra ( *, ,m n r N )； 

②
1 2 1 1n n i n ia a a a a a− + −= =  = (

*n N ， 2n  ， 1,2,3, ,i n=  )． 

(3)若 , ,m n p  ( *, ,m n p N )成等差数列，则 , ,m n pa a a 成等比数列． 

(4)数列 na ( 0  )仍是公比为q 的等比数列； 

数列
1

na

 
 
 

是公比为
1

q
的等比数列； 

数列{| |}na 是公比为 | |q 的等比数列； 

若数列 nb 是公比为q的等比数列，则数列 n na b 是公比为 q q 的等比数列． 

(5)在数列 na 中，每隔 k (
*k N )项取出一项，按原来的顺序排列，所得数列仍为等比数列，且公比为

1kq + ． 

(6)已知 0b  且 1b  ，如果数列 na 是以d 为公差的等差数列，那么数列 nba 是以
db 为公比的等比数

列．  

如果数列 na 是各项均为正且公比为q 的等比数列，那么数列 logb na 是以 logb q 为公差的等差数列． 

6．等比数列前项和的性质 

(1)当 1q = 时， n

m

S

S
＝

n

m
；当 1q   时， n

m

S

S
＝

1

1

n

m

q

q

−

−
． 

(2)
n mS +

＝
mS ＋

m

nq S ＝
nS ＋

n

mq S ． 

(3)设 S
偶
与 S奇分别是偶数项的和与奇数项的和．若项数为 2n，则

S

S

偶

奇

＝ q ；若项数为2 1n+ ，则
1S a

S

−奇

偶

S奇－a1

S偶
＝ q ． 

(4)当 1q  − 时，连续m 项的和(如
mS ，

2m mS S− ，
3 2m mS S− ，…)仍组成等比数列，比为 mq ， 2m  )． 

7．等比数列的判断方法 

(1)定义法：如果数列 na 满足关系式 1n

n

a
q

a

+ = ( 0q  )(
*n N )，那么数列就是一个以q 为公比的等比数

列． 
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(2)等比中项法：如果数列 na 满足关系式
2

na =
1 1n na a− +

 ( 2n  ， *n N ， 0n  )，那么数列 na 就是一

个等比数列． 

(3)通项公式法：如果数列 na 满足关系式
na ＝ 1nk q − ( 0k  ， 0q  ，

*n N )，那么该数列 na 是以k

为首项，以q 为公比的等比数列． 

(4)前n 项和法：如果数列 na 的前n 项和
nS 满足

nS ＝ nAq A− ( 0A  ， 0q  )，那么数列 na 是一个

等比数列． 

4.4 求数列 na 通项公式的方法 

(1)公式法：若 na 为等差数列，则 ( )1 1na a n d= + − ； 

若 na 为等比数列，则
1

1

n

na a q −= ． 

(2)累加法： ( )1n na a f n+ − = （ ( )f n 可求和）型． 

(3)累积法： ( )1n

n

a
f n

a

+ = （ ( )f n 可求积）型． 

(4)构造法：即构造等差数列或等比数列求通项． 

①
1n na pa q+ = + ： ( )1n na x p a x+ + = +  

②
1

n

n na pa q+ = + ： ( )1

1

n n

n na xq p a xq+

+ + = +  

③
1n na pa qn r+ = + + ： ( ) ( )1 1n na x n y p a xn y+ + + + = + +  

4.5 数列求和的方法 

(1)裂项相消法：常见的裂项类型与方法如下： 

①
( )

1
na

n n t
=

+
＝

1 1 1

t n n t

 
− 

+ 
( 0t  )； 

②
1

1
na

n n
=

+ +
＝ 1n n+ − ； 

③
1

logn a

n
a

n

+
= ＝ ( )log 1 loga an n+ − ； 

④
( )( )

1

1 2
na

n n n
=

+ +
＝

( ) ( )( )
1 1 1

2 1 1 2n n n n

 
−  + + + 

； 

⑤
( )( )1

2

2 1 2 1

n

n n n
a

+
=

− −
＝

1

1 1

2 1 2 1n n+
−

− −
． 

(2)错位相减法 
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设数列 na 为等差数列，公差为 d ；数列 nb 为等比数列，公比为 q ( 1q  )；数列 n na b 的前 n 项和为

nT ．则
nT 的求解步骤如下． 

①列出和式
nT ＝

1 1 2 2 3 3 n na b a b a b a b+ + + + ． 

②两边同乘以公比q ：
nqT =

1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 4 1n n n na b q a b q a b q a b q a b a b a b a b      ＋+ + + + +＝ + + + ． 

③两式相减(错位相减)并求和： 

1 1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1( ) ( ) ( ) ( )1 n n n n n n nq T a b a b a b a b a b a b a b a b− += + − + + + − −− －  

1 1 2 1 2 3 2 3 1 1( ) ( ) ( )n n n n na b a a b a a b a a b a b− += ++ − + − +  − −  

1 1 2 3 1( )n n na b d b b b a b += + −+ + +   

=
( )1

2

1 1 1

1

1

n

n n

b q
a b d a b

q

−

+

−
+  −

−
． 

④两边同除以 ( )1 q− 即得数列 n na b 的前n 项和
nT ． 

(3)分组求和法 

分组求和法适用于解决数列通项公式可以写成
n n nc a b= + 的形式的数列求和问题，其中数列 na 与 nb 是

等差数列或等比数列或可以直接求和的数列．基本的解题步骤为： 

①准确拆分，根据通项公式的特征，将其分解为可以直接求和的一些数列的和； 

②分组求和，分别求出各个数列的和； 

③得出结论，对拆分后每个数列的和进行求和，解决原数列的求和问题． 

 

 

  



 90 / 106 

 

第五章 一元函数的导数及其应用 

1．导数  

⑴平均变化率： 

我们把比值 0 0( ) ( )f x x f xy

x x

+ −
=

 
叫做函数 ( )y f x= 从

0x 到
0x x+ 的平均变化率. 

⑵导数（瞬时变化率）： 

如果当 x →时，平均变化率 y

x




无限趋近于一个确定的值，即 y

x




有极限，则称 ( )y f x= 在

0x x= 处可导，并把这个确定的值叫做 ( )y f x= 在
0x x= 处的导数 (也称为瞬时变化率)，记作

( )f x 或
0x xy =  ，即 0 0

0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x →  →

+ −
 = =

 
. 

(3)导数的几何意义： 

函数 ( )y f x= 在 0x x= 处的导数就是曲线 ( )y f x= 在点 ( )0 0, ( )P x f x 处的切线的斜率 k，即

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x

f x x f x
k f x

x →

+  −
=  =


. 

(4)常见函数的导数公式: 

原函数 导函数 

( )f x c=  f x( ) =   

( ) nf x x=  1( ) nf x nx − =  

( ) sinf x x=  cosf x x( ) =  

( ) cosf x x=  ( ) sinf x x = −  

( ) xf x a=  ( ) lnxf x a a =  

( ) xf x e=  ( ) xf x e =  

( ) logaf x x=  1
( )

ln
f x

x a
 =  

( ) lnf x x=  1
( )f x

x
 =  

(5)导数的四则运算法则： 

 

 

 
( )2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) 0

( ) ( )

f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x

f x f x g x f x g x
g x

g x g x

  =   

  =  + 

   − 
=  

 
 

(6)复合函数的导数： 

一般地，对于由函数 ( )y f u= 和 ( )u g x= 复合而成的函数 ( ( ))y f g x= ，它的导数与函数

( )y f u= ， ( )u g x= 的导数间的关系为 ;xux uyy =  

(7)导数的应用：                                                       

①利用导数求切线 

注意：ⅰ.所给点是切点吗？ⅱ.所求的是“在”还是“过”该点的切线? 
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A.求以曲线上的点 ( )0 0, ( )x f x （已知
0x 为具体值）为切点的切线方程： 

i.求出函数 ( )f x 的导数 ( )f x ; 

ii.求切线的斜率
0( )f x ; 

iii.写出切线方程
0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x− =  − ，并化简. 

B.求过某点 ( , )a b 的切线方程： 

i.设切点坐标
0 0( , )P x y ; 

ii.建立斜率方程 0
0

0

( )
y b

f x
x a

−
 =

−
求出

0x ; 

iii.求出斜率，代入并求得切线方程. 

②利用导数判断函数单调性： 

i. )(0)( xfxf  是增函数;       

ii. )(0)( xfxf  为减函数; 

ⅲ. )(0)( xfxf  为常数. 

③利用导数求极值： 

i.求函数的定义域;              

ii.求函数的导数 ( )f x ; 

iii.令 ( )=0f x ，求出全部的根;      

iv.列表;               

v.判断得结论. 

④利用导数最大值与最小值： 

i.求函数 ( )y f x= 在 ,a b 内的极值; 

ii.将函数 ( )y f x= 的各极值与端点处的函数值 ( )f a ， ( )f b 比较，其中最大的一个是最大值，最小的

一个是最小值. 
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【选择性必修三】 

第六章 计数原理 

6.1 分类加法计数原理与分步乘法计数原理 

 

1.分类加法计数原理：完成一件事有两类不同方案，在第 1 类方案中有 m 种不同的方法，在第 2 类方案中

有 n 种不同的方法，那么完成这件事共有 N m n= + 种不同的方法。 

注意：两类不同方案中的方法互不相同 

推广形式： 

完成一件事有 k 类不同方案，在第 1 类方案中有 1m 种不同的方法，在第 2 类方案中有 2m 种不同的方法，…，

第 k 类方案有 km 那么完成这件事共有 1 2 3 kN m m m m= + + + + 种不同的方法。 

 

2.分步乘法计数原理：完成一件事需要两个步骤，做第 1 步有 m 种不同的方法；做第 2 步有 n 种不同的方

法，那么完成这件事共有 N m n=  种不同的方法。 

注意：无论第 1 步采用哪种方法，与之对应的第 2 步都有相同的方法数。 

推广形式： 

完成一件事需要 k 个步骤，做第一步有 1m 种不同的方法，做第 2 步有 2m 种不同的方法，…，做第 k 步有

km 种不同的方法，那么完成这件事共有 1 2 3 kN m m m m=     种不同的方法。 

 

3. 两者辨析：分类加法计数原理每一类方案是独立存在的，通过任何一个方案都可以完成这件事，类似于

“物理电路中的并联”；而分步乘法计数原理则是每一步骤是互相关联的，缺一不可，只有完成了所有的步

骤，才可以完成这件事，类似于“物理电路中的串联”。但是每一步骤无论采取何种方法，下一步的方法数

都是一样的。如果不一样，则不能直接用乘法原理。 

4. 特殊题型 

（1） {1,2,3,4}A = ， {1,2,3}B = ，则从集合 A 到集合 B 的函数共有多少种？ 

解析：从集合 A 到集合 B 的函数：则集合 A 的任何一个元素都要选择集合 B 的一个元素， 

所以 A 中每一个元素都有 3 种选择，共为 43 种函数。 

（2）2160 有多少个不同的正因数？ 

解析： 4 3 12160 2 3 5=   ，每一个因数都是由 2，3，5 构成的，所以只需要看每一个因数里面 2，3，5 的

个数即可。所以正因数共有 (4 1) (3 1) (2 1) 60+  +  + = 个。 

 

6.2 排列与组合 

 

1.排列：一般地，从 n 个不同元素种取出 m (m n) 个元素，并按照一定的顺序排成一列，叫做从 n 个不同

元素种取出 m 个元素的一个排列。 

2.全排列：特别地，我们把 n 个不同的元素全部取出的一个排列，叫做 n 个元素的一个全排列。 
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3.排列数：从 n 个不同元素中取出 m (m n) 个元素的所有不同排列的个数，叫做从 n 个不同元素中取出 m

个元素的排列数，用符号 m

nA 表示。 

4.排列数公式:
*!

n(n 1)(n 2) (n m 1) (m,n N )
(n m)!

m

n

n
A = − − − + = 

−
且m n  

5.阶乘：正整数 1 到 n 的连乘积，叫做 n 的阶乘，用 !n 表示，特别地，0! 1=  

(n 1) (n 2) 3 2 1 !n

nA n n=  −  −     =  

常用性质：
1

1

m m

n nA nA −

−=  

5.组合：一般地，从 n 个不同元素中取出 m (m n) 个元素作为一组，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元

素的一个组合。 

6.组合数：从 n 个不同元素中取出 m (m n) 个元素的所有不同组合的个数，叫做从 n 个不同元素中取出 m

个元素的组合数，用符号 m

nC 表示。 

7.组合数公式：
(n 1)(n 2) (n m 1) !

! (n m)!m!

m
m n
n m

m

A n n
C

A m

− − − +
= = =

−

*( , , m n)n m N 且  

规定：
0 1nC =  

8.常用性质： m n m

n nC C −=      
1

1 1

m m m

n n nC C C−

− −= +    
k m k m k

n n k n mC C C C−

− =   

6.3  二项式定理 

1.二项式定理： 0 1 1 1 2 2 2 *( ) ,n n n n k n k k n n

n n n n na b C a C a b C a b C a b C b n N− − −+ = + + + + + +   

右边的多项式叫做 ( )na b+ 的二项展开式，其中各项的系数 ( 0,1,2, , )k

nC k n= 叫做二项式系数。式中的

k n k k

nC a b− 叫做二项展开式的通项，用 1kT + 表示，即为展开式中的第 1k + 项。 

1

k n k k

k nT C a b−

+ = 。 

 

2. 二项式系数的性质 

（1）对称性：与首末两端“等距离”的两个二项式系数相等。由
m n m

n nC C −= 得到。 

（2）增减性与最大值：
1

2

n
k

+
 时，

k

nC 随 k 的增大而增大；由对称性知，当
1

2

n
k

+
 时，

k

nC 随 k 的增

大而减小。当 n 是偶数时，中间的一项 2
n

nC 取得最大值；当 n 是奇数时，中间的两项 2
1n

nC
− 与 2

1n

nC
+ 相等，同

时达到最大值。 

（3）二项式系数和： ( )na b+ 的各二项式系数和
0 1 2 2n n

n n n nC C C C+ + + + =  
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特别地，奇数项二项式系数的和等于偶数项二项式系数的和 

即： 1 3 5 0 2 4 12n

n n n n n nC C C C C C −+ + + = + + + =
 

（4）一般地，求二项展开式的所有项系数之和，常采用赋值法，只需令 1x = 即可。 

 

3. 特殊题型 

（1）在
5 6 7 8(1- ) (1- ) (1- ) (1- )x x x x+ + + 的展开式中，含 3x 项的系数为多少？ 

解析：将此看成等比数列 ，则
5 9

5 6 7 8 (1 ) (1 )
(1- ) (1- ) (1- ) (1- )

x x
x x x x

x

− − −
+ + + =  

则含 3x 项的系数即为分子含 4x 项的系数：
4 4

5 9 121C C− = −  

（2）用二项式定理证明 5555 9+ 能被 8 整除。（提示：
55 5555 9 (56 1) 9+ = − + ） 

解析：

55
55 55 55 55

55

1

55 9 (56 1) 9 ( 1) 9 56 ( 1)i i i

i

C −

=

+ = − + = − + +   −  

                          

55
55

55

1

8 8 7 ( 1)i i i i

i

C −

=

= +   −
 

                          

55
1 55

55

1

8 (1 8 7 ( 1) )i i i i

i

C − −

=

=  +   −
 

所以能被 8 整除 
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第七章 随机变量及其分布 

7.1条件概率与全概率公式 

一、条件概率 

1.条件概率：一般地，设 A， B 为两个事件，且 ( ) 0P A ，称
( )

( | )
( )

P AB
P B A

P A
为在事件 A 发生的条件

下，事件 B 发生的概率，简称条件概率.其中， ( | )P B A 读作 A 发生的条件下 B 发生的概率. 

性质：设 ( ) 0P A ，则 

①任何事件的条件概率都在 0和 1之间，即0 ( | ) 1P B A≤ ≤ ,且 ( | ) 1P A =  

②如果 B 和C 是两个互斥事件，则 ( | ) ( | ) ( | )P B C A P B A P C A  

③设 B 与 B 互为对立事件，则 ( | ) 1 ( | )P B A P B A  

2.条件概率求法公式：
( ) ( )

( | )
( ) ( )

P AB n AB
P B A

P A n A
 

3.乘法公式： ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )P AB P B A P A P A B P B  

4.若事件 A与事件 B 相互独立，则 ( | ) ( )P B A P B  

二、全概率公式 

1.全概率公式：一般地，设
1A ，

2A ，…，
nA 是一组两两互斥的事件，

1 2 nA A A = ，且

( ) 0iP A ， 1,2,3, ,i n，则对任意的事件 B ，有
1

( ) ( ) ( | )
n

i i

i

P B P A P B A
=

=  

我们称上面的公式为全概率公式，全概率公式是概率论中最基本的公式之一. 

2.贝叶斯公式：设
1A ，

2A ，…，
nA 是一组两两互斥的事件，

1 2 nA A A = ，且 ( ) 0iP A ，

1,2,3, ,i n，则对任意的事件 B ， ( ) 0P B  有 

1

( ) ( | ) ( ) ( | )
( | ) , 1,2,3, ,

( )
( ) ( | )

i i i i

i n

k k

k

P A P B A P A P B A
P A B i n

P B
P A P B A

=

= = =


 

 

7.2离散型随机变量及其分布列 
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一、离散型随机变量 

1.随机变量：一般地,对于随机试验样本空间中的每个样本点 ,都有唯一的实数 ( )X  与之对应,我

们称 X 为随机变量.随机变量常用 , , , , ,X Y Z   表示. 

2.离散型随机变量：可能取值为有限个或可以一一列举的随机变量，我们称之为离散型随机变量.通

常用大写英文字母表示随机变量，例如 , ,X Y Z ；用小写英文字母表示随机变量的取值，例如 , ,x y z . 

二、离散型随机变量的分布列 

1.概率分布列：一般地，设离散型随机变量 X 的可能取值为 1 2 3, , , , nx x x x ，我们称 X 取每一个值 ix

的概率： 

( ) , 1,2,3, ,i iP X x p i n= = =  

为 X 的概率分布列，简称分布列. 

2.几点说明： 

（1）表示方法： 

①表格法（分布列）： 

离散型随机变量 X 的概率分布列：（简称 X 的分布列） 

X  1x  2x  … nx  

P  1p  2p  … np  

②解析式法： ( ) , 1,2,3, ,i iP X x p i n= = =  

③图像法(条形统计图)：如：掷骰子试验中掷出的点数 X 的分布列： 

 

 

 

 

 

（2）性质： 

①离散型随机变量在某一范围内取值的概率等于它取这个范围内各个值的概率之和. 

② 0, 1,2,3,ip i n = ,且
1

1
n

i

i

p
=

=  

3.两点分布 

（1）两点分布：若随机变量 X 的分布列具有下表的形式，则称 X 服从两点分布，并称 ( 1)p P X= =
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为成功概率. 

X  0 1 

P  1 p−  p  

（2）性质： 

①一般地，在只有两个结果的随机试验中，用 0 表示事件不成功，1表示事件成功，即随机变量的取值

只有 0和 1两个，故又称为 0-1 分布. 

②两点分布应用广泛，如抽取的彩票是否中奖. 

③试验结果只有两个可能性，且其概率之和为 1. 

 

7.3离散型随机变量的数字特征 

一、离散型随机变量的均值 

1.离散型随机变量的均值： 

一般地，若离散型随机变量 X 的分布列为 

X  1x  2x  …  nx  

P  1p  2p  …  np  

则称： 1 1 22

1

( )
n

i i n n

i

E X x p x p px x p
=

= = + + + 为随机变量 X的均值或数学期望.它反映了离散型随机变

量取值的平均水平. 

2.一般地，设分布列： ( ) , 1,2,3, ,i iP X x p i n= = = ，根据随机变量的定义，有如下结论： 

（1） ( ) ( )E X b E X b+ = +  

（2） ( ) ( )E aX aE X=  

（3） ( ) ( )E aX b aE X b+ = + ；其中 ,a b是常数（ X 是随机变量） 

二、离散型随机变量的方差 

1.离散型随机变量的方差： 

设离散型随机变量 X 的分布列为 

X  1x  2x  … nx  

P  1p  2p  … np  

考虑 X 所有可能取值 ix 与 ( )E X 的偏差平方
2( ( ))ix E X− ( 1,2,3, ,i n= )，我们用偏差平方关于取值概
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率的加权平均，来度量随机变量 X 取值与其均值 ( )E X 的偏离程度.我们称 

2 2 2 2
1 1 2 2

1

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
n

n n i i

i

D X x E X p x E X p x E X p x E X p
=

= − + − + + − = −  

为随机变量 X 的方差（variance）.有时也记为 ( )Var X ，并称 ( )D X 为随机变量 X 的标准差

(standarddeviation),记为 ( )X . 

2.方差（标准差）的意义：随机变量的方差和标准差都可以度量随机变量取值与其均值的偏离程度，

反映了随机变量取值的离散程度.方差或标准差越小，随机变量的取值越集中；方差或标准差越大，随机

变量的取值越分散. 

3.在方差的计算中，利用下面的结论经常可以使计算简化. 

( ) ( )2 2 2 2 2

1 1 1

22

1

1

1

( ) ( ) 2 ( ) ( ( )) 2 ( ) ( ( )

))

)

( (

n n n n n

i i i i i i i i i i

i

n

i i

i

i i i i

D X x E X p x E X x E X p x p E

p

X x p E p

E X

X

x

= = = = =

=

= − = − + −

=

+

−

=    


 

4.（1） ( ) ( ).D X b D X+ = 即离散型随机变量 X 加上一个常数b ,仅仅使 X 的值产生一个平移,不改变

X 与其均值的离散程度,方差保持不变  

（2）
2( ) ( ). D aX a D X= 即离散型随机变量 X 乘以一个常数a ,其方差变为原方差的 2a 倍 

（3）一般地,可以证明结论成立：
2( ) ( ).D aX b a D X+ =  

 

7.4二项分布与超几何分布 

一、二项分布 

1.伯努利试验：我们把只包含两个可能结果的试验验叫做伯努利试验. 

2. n 重伯努利试验：我们将一个伯努利试验独立地重复进行 n 次所组成的随机实验成为 n 重伯努利试

验. 

3. n 重伯努利试验具有如下共同特征： 

（1）同一个伯努利试验重复做 n 次； 

（2）各次试验的结果相互独立. 

4.二项分布：一般地，在 n 重伯努利试验中，设每次实验中事件 A 发生的概率为 (0 1)p p  ，用 X 表

示事件 A发生的次数，则 X 的分布列为 
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.(1 )( ) 0,1,2, ,k k n k
nP X k p kC p n−= =−= ，  

如果随机变量 X的分布列具有上式的形式，则称随机变量 X 服从二项分布，记作 X ～ ( , )B n p  

由二项式定理，容易得到  
0 0

) (( ) (1 11 )
n n

k k k
n

k k

nnP p pk pX C p −

= =

= = − + −= =   

5.几点性质： 

（1）若 X 服从两点分布，则 ( )E X p= ， ( ) (1 )D X p p= −  

（2）若 X ～ ( , )B n p ，则 ( )E X np= ， ( ) (1 )D X np p= −  

（3）概率最大值： 

记 ( )kp P X k= = ，下面,我们利用分布列的表达式来研究 kp 的增减变化及最大值. 

1 1 1
1

C (1 ) ( 1) (1 ) ( 1) ( 1)
1 .

(1 ) (1 ) (1 )C
n

1 )
 

(

k k n k
k n

k k n k
k n

p p p n k p k p n p k n p k

p k p k p k pp p

−

− − − −
−

− − + − + + − + −
= = = = +

− − −−
 

当 ( 1)k n p + 时， 1k kp p − ， kp 随 k 值的增加而增加； 

当 ( 1)k n p + 时, 1k kp p − ， kp 随 k 值的增加而减小. 

如果 ( 1)n p+ 为正整数,当 ( 1)k n p= + 时, 1k kp p −= ,此时这两项概率均为最大值.如果 ( 1)n p+ 非正整数,

而 k 取 ( 1)n p+ 的整数部分,则 kp 是唯一的最大值， 

二、超几何分布 

1.超几何分布：一般地，假设一批产品共有 N 件，其中有 M 件次品，从 N 件产品中随机抽取 n 件

（不放回），用 X 表示抽取的 n 件产品中的次品数，则 X 的分布列为 

( ) , , 1, 2, , .
k n k
M N M

n
N

P
C

X k k m m
C

m r
C

−
−= = = + +  

其中 , , , , , max{0, }, min{ , }n N M N M N n N m n N M r n M = − + =≤ ≤  

如果随机变量 X 的分布列具有上式的形式，那么称随机变量 X 服从超几何分布. 

 

 

 

比如， 0,1,2, ,X n= 的超几何分布列表如下： 

X  0  1  m  



 100 / 106 

 

P  
0o n

M N M

n
N

C C

C

−
−  

1 1n
M N M

n
N

C C

C

−
−  … 

k n k
M N M

n
N

C C

C

−
−  

2.超几何分布的期望：设随机变量 X 服从超几何分布，则 X 可以解释为从包含M 件次品的N 件产

品中，不放回地随机抽取 n 件产品中的次品数.令
M

p
N

= ，则 p 是 N 件产品的次品率，而
X

n
是抽取的n 件

产品的次品率，我们猜想  
X

E p
n

 
= 

 
，即 ( )E X np= . 

实际上,由随机变量均值的定义,令 max{0, }, min{ , }m n N M r n M= − + = ,有 

1
1C C C C

( ) .
C C

M N M N M

n

r rk n k k n
M

n
Nk m mN k

E X k M
− −

−

=

− −

=

= =   

因为
1 1 1

M 1 1C C C
r

k n n
N M N

k m

− − −
− − −

=

= ,所以 

 

1
1 1 1

1 N

C
( ) C C .

C C

r n
n N

M Mn n
N Nk m

MM nM
E X np

N

−
− − −
− −

=

= = = =  

3.特点： 

①超几何分布描述了由有限个物体中抽取 n 个物件，成功抽出指定种类的物件的次数. 

②抽取过程是不放回的. 

4.超几何分布与二项分布： 

背景：已知一批产品共有 N 件，其中有 M 件次品，从 N 件产品中随机抽取 n 件，用 X 表示抽取的n 件

产品中的次品数，求 X 的分布列. 

（1）有放回模型： X ～ ( , )B n p ，
M

p
N

= .且 ( )E X np=  

（2）不放回模型： X 服从超几何分布，且 ( )E X np=  

结论：二项分布和超几何分布都可以描述随机抽取的 n 件产品中次品数 X 的分布规律,并且二者的均

值相同.对于不放回抽样,当 n 远远小于 N 时,每抽取一次后,对 N 的影响很小,此时,超几何分布可以用二

项分布近似. 

 

 

 

7.5正态分布 

1.连续型随机变量：现实中，除了前面已经研究过的离散型随机变量外，还有大量问题中的随机变量不

是离散型的，它们的取值往往充满某个区间甚至整个实轴，但取一点的概率为 0，我们称这类随机变量为连
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续型随机变量. 

2.正态曲线：已知

2

2

( )

2
1

( ) , 
2

x

f x e x R





 

−
−

=  其中实数 R ， 0  为参数. 

显然，对任意的 x R ， ( ) 0f x  ，它的图像在 x 轴的上方，可以证明 x 轴和曲线之间的区域的面积为

1，我们称 ( )f x 为正态密度函数，称它的图像为正态分布密度曲线，简称正态曲线. 

3.正态曲线的特点： 

由 X 的密度函数及图象可以发现，正态曲线还有以下特点: 

(1)曲线是单峰的，它关于直线 x = 对称； 

(2)曲线在 x = 处达到峰值
1

2 
； 

(3)当 | |x 无限增大时，曲线无限接近 x 轴. 

4.正态分布：若随机变量 X 的概率密度函数为 ( )f x ，则称随机变量 X 服从正态分布，记为 X ～

2( , )N   ，特别地，当 0, 1 = = 时，称随机变量 X 服从标准正态分布. 

5.参数  和 对正态曲线形状的影响： 

 

（1）当 固定时，正态曲线的位置由 确定，且图像随 的变化而沿 轴平移，因此，称 为位置参

数. 

（2）当 固定时，正态曲线的形状由 确定，峰值
1

2 
与 成反比， 越小，曲线越“瘦高”，

越大，曲线越“矮胖”，因此，称 为形状参数. 

6.正态分布的期望与方差：若 X ～
2( , )N   ，则 ( )E X = ，

2( )D X =  

 

7.概率的几何意义： 
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若 X ～
2( , )N   ，如图所示，X 取值不超过 x 的概率 ( )P X x≤ 为图中区域 A 的面积，而 ( )P a X b≤ ≤

为区域 B 的面积. 

8.正态总体在三个特殊区间内取值的概率： 

( ) 0.6827P X   − + ≤ ≤ ， 

( 2 2 ) 0.9545P X   − + ≤ ≤ ， 

( 3 3 ) 0.9973P X   − + ≤ ≤ . 

9.3 原则 

由此看到，尽管正态变量的取值范围是 ( , )− + ，但在一次试验中， X 的取值几乎总是落在区间

 3 , 3   − + 内，而在此区间以外取值的概率大约只有 0.0027,通常认为这种情况几乎不可能发生. 

在实际应用中，通常认为服从于正态分布
2( , )N   的随机变量 X 只取  3 , 3   − + 中的值，这在统

计学中称为3 原则. 
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第八章 成对数据的统计分布 

8.1 成对数据的统计相关性 

知识点一 相关关系 

1．相关关系的定义：两个变量有关系，但没有确切到可由其中一个去精确地决定另一个的程度，这种关系

称为相关关系． 

2．相关关系的分类 

(1)按变量间的增减性分为正相关和负相关． 

①正相关：当一个变量的值增加时，另一个变量的相应值也呈现增加的趋势； 

②负相关：当一个变量的值增加时，另一个变量的相应值呈现减少的趋势． 

(2)按变量间是否有线性特征分为线性相关和非线性相关(曲线相关)． 

①线性相关：如果两个变量的取值呈现正相关或负相关，而且散点落在一条直线附近，我们称这两个变量线

性相关； 

②非线性相关或曲线相关：如果两个变量具有相关性，但不是线性相关，我们称这两个变量非线性相关或曲

线相关． 

知识点二 相关关系的刻画 

1．散点图：为了直观描述成对样本数据的变化特征，把每对成对样本数据都用直角坐标系中的点表示出来，

由这些点组成的统计图，叫做散点图． 

2．样本相关系数 

(1) 我 们 常 用 样 本 相 关 系 数 r 来 确 切 地 反 映 成 对 样 本 数 据 (xi ， yi) 的 相 关 程 度 ， 其 中

( )( )

( ) ( )

1

2 2

1 1

n

i i

i

n n

i i

i i

x x y y

r

x x y y

=

= =

− −

=

− −



 

 

(2)样本相关系数 r 的取值范围为[－1,1]． 

①若 r>0 时，成对样本数据正相关； 

②若 r<0 时，成对样本数据负相关； 

③当|r|越接近 1 时，成对样本数据的线性相关程度越强； 

④当|r|越接近 0 时，成对样本数据的线性相关程度越弱． 

 

 

 

 

 

8.2 一元线性回归模型及其应用 
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知识点一 一元线性回归模型 

称


  
Y＝bx＋a＋e，

E(e)＝0，D(e)＝σ2
为 Y 关于 x 的一元线性回归模型．其中 Y 称为因变量或响应变量，x 称为自变量或解

释变量，a 称为截距参数，b 称为斜率参数；e 是 Y 与 bx＋a 之间的随机误差，如果 e＝0，那么 Y 与 x 之间

的关系就可以用一元线性函数模型来描述． 

知识点二 最小二乘法 

将y
^

＝b
^

x＋a
^

称为 Y 关于 x 的经验回归方程，也称经验回归函数或经验回归公式，其图形称为经验回归直线，

这种求经验回归方程的方法叫做最小二乘法，求得的 b
^

， a
^

叫做 b， a 的最小二乘估计，其中

( )( )

( )

1

2

1

n

i i

i

n

i

i

x x y y

b

x x

=

=

− −

=

−




， ˆâ y bx= −  

知识点三 残差与残差分析 

1．残差 

对于响应变量 Y，通过观测得到的数据称为观测值，通过经验回归方程得到的y
^

称为预测值，观测值减去预

测值称为残差． 

2．残差分析 

残差是随机误差的估计结果，通过对残差的分析可以判断模型刻画数据的效果，以及判断原始数据中是否

存在可疑数据等，这方面工作称为残差分析． 

知识点四 对模型刻画数据效果的分析 

1．残差图法 

在残差图中，如果残差比较均匀地集中在以横轴为对称轴的水平带状区域内，则说明经验回归方程较好地

刻画了两个变量的关系． 

2．残差平方和法 

残差平方和 ( )
2

1

n

i i

i

v y
=

− 越小，模型的拟合效果越好． 

3．R2 法 

可以用

( )

( )

2

2 1

2

1

1

n

i i

i

n

i

i

y y

R

y y

=

=

−

= −

−




来比较两个模型的拟合效果，R2 越大，模型拟合效果越好，R2 越小，模型拟合

效果越差． 

 

8.3 列联表与独立性检验 
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知识点一 分类变量 

为了表述方便，我们经常会使用一种特殊的随机变量，以区别不同的现象或性质，这类随机变量称为分类变

量．分类变量的取值可以用实数表示． 

知识点二 2×2 列联表 

1．2×2 列联表给出了成对分类变量数据的交叉分类频数． 

2．定义一对分类变量 X 和 Y，我们整理数据如下表所示： 

X 
Y 

合计 
Y＝0 Y＝1 

X＝0 a b a＋b 

X＝1 c d c＋d 

合计 a＋c b＋d n＝a＋b＋c＋d 

 

像这种形式的数据统计表称为 2×2 列联表． 

知识点三 独立性检验 

1．定义：利用 χ2 的取值推断分类变量 X 和 Y 是否独立的方法称为 χ2 独立性检验，读作“卡方独立性检

验”．简称独立性检验． 

2．

2
2 ( )

( )( )( )( )

n ad bc

a b c d a c b d


−
=

+ + + +
，其中 n＝a＋b＋c＋d. 

3．独立性检验解决实际问题的主要环节 

(1)提出零假设 H0：X 和 Y 相互独立，并给出在问题中的解释． 

(2)根据抽样数据整理出 2×2 列联表，计算 χ2 的值，并与临界值 xα比较． 

(3)根据检验规则得出推断结论． 

(4)在 X 和 Y 不独立的情况下，根据需要，通过比较相应的频率，分析 X 和 Y 间的影响规律． 

 

 

 


