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高三年级 10月考试数学试题

考试时间：120分钟 试卷满分：150分 命题、审题：高三数学备课组

一、选择题：本题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一个

选项是正确的．

1. 在复平面内，
  2 2i 1 2i 

的共轭复数对应的点位于（ ）

A. 第一象限 B. 第二象限 C. 第三象限 D. 第四象限

【答案】C

【解析】

【分析】先利用复数的乘法化简，再利用复数的几何意义求解.

【详解】根据题意，     22 2i 1 2i 2 4i+2i+4i 2 6i       ，

则 2 6i  的共轭复数为 2 6i  ，其对应的点为  2, 6  ，位于第三象限.

故选：C.

2. 集合    21,2 , 3 4 0,A B x x x x     N ，则满足 A C B  的集合C的个数为（ ）

A. 4 B. 7 C. 15 D. 16

【答案】A

【解析】

【分析】解不等式求出集合 B，然后根据子集的概念求解．

【详解】         2 3 4 0, 1 4 0, 1 4,B x x x x x x x x x x x              N N N  0,1, 2,3 ，

又  1,2A  ，

则满足 A C B  的集合C有：       1,2 , 0,1, 2 , 1, 2,3 , 0,1, 2,3 ，共 4个，

故选：A．

3. 若双曲线  
2 2

2 2 1 0, 0x y a b
a b

    的两条渐近线的夹角为 60o，则该双曲线的离心率为（ ）

A. 2 B. 2 C. 2或 2 3
3

D. 2 3
3

或 3

【答案】C

【解析】
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【分析】根据双曲线的渐近线方程和倾斜角进行求解即可.

【详解】因为双曲线的两条渐近线夹角为60 ，

则渐近线的倾斜角为30 ,150  或60 ,120  ，

所以渐近线的斜率为
3
3

 或 3 .

因为该双曲线方程为
2 2

2 2 1x y
a b

  ，所以渐近线方程为
by x
a

  .

所以
3
3

b
a
 或 3 .

所以双曲线的离心率为
2

2

2 31
3

c be
a a

    或 2.

故选：C.

4. 将函数
πtan 2
3

y x   
 

的图象向左平移  0m m  个单位长度后，所得的图象关于原点对称，则m的

最小值为（ ）

A.
π
12

B.
π
6

C.
π
3

D.
π
2

【答案】A

【解析】

【分析】根据函数图象的平移变换，可得
πtan 2 2
3

y x m    
 

，结合题意可知该函数为奇函数，利用奇

函数的性质列式，化简求值，即得答案.

【详解】将函数
πtan 2
3

y x   
 

的图象向左平移  0m m  个单位长度后，

所得的图象对应的函数为   π πtan 2 tan 2 2
3 3

y x m x m             
，

由题意知
πtan 2 2
3

y x m    
 

的图象关于原点对称，即函数为奇函数，
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故
π πtan 2 2 tan 2 2
3 3

x m x m            
   

，

即
π πtan 2 2 tan 2 2
3 3

x m x m                  
，

故
π π2 2 2 2 π, Z
3 3

x m x m k k          
 

，

即
2π π π4 π , Z , Z
3 4 6

km k k m k       ，

因为 0m  ，故当 1k  时，m取最小值
π π π
6 4 12

   .

另解：由题意知
πtan 2 2
3

y x m    
 

的图象关于原点对称，

故
π 12 π, Z
3 2

m k k   ，即
π 1 π, Z
6 4

m k k    ，

因为 0m  ，故当 1k  时，m取最小值
π π π
6 4 12

   ，

故选：A

5. 已知定义在  1 ,2 3m m  上的偶函数  f x ，且当  0,2 3x m  时，  f x 单调递减，则关于 x的不

等式    2 3 2f x f x m   的解集是（ ）

A.
31,
2

 
 
 

B.   3,1 ,
2

    
 

C.
3 5,
2 3

 
  

D.
2 ,2
3

 
  

【答案】C

【解析】

【分析】根据偶函数  f x 的定义域关于原点对称求出m的值，利用  f x 是偶函数可得    f x f x ，

将不等式    2 3 2f x f x m   转化为    2 3 4f x f x   ，利用当  0,1x 时，  f x 单调递减，

将    2 3 4f x f x   转化为 2 3 4x x   ，解出此不等式；  f x 的定义域为[ 1,1] ，得到

1 2 1
1 3 4 1

x
x

   
   

，解出此不等式组，从而得解.

【详解】定义在 1 ,2 3m m  上的偶函数  f x ， 1 2 3 0m m     ， 2m  ，
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当  0,2 3x m  时，  f x 单调递减，当  0,1x 时，  f x 单调递减，

定义在 1 ,2 3m m  上的偶函数  f x ，    f x f x

   2 3 2f x f x m   ， 2m  ，    2 3 4f x f x    ，

当  0,1x 时，  f x 单调递减，

2 3 4x x    ， 2 2( 2) (3 4)x x    ，即 22 5 3 0x x   ，

解得
3
2

x  或 1x  ，

 f x 的定义域为[ 1,1] ，

1 2 1
1 3 4 1

x
x

   
   

，

1 3
51
3

x

x

 

 

，

51
3

x   ，

3
2

x  或 1x  和
51
3

x  要同时成立，

3 5
2 3

x   ，

关于 x的不等式    2 3 2f x f x m   的解集为
3 5,
2 3

 
  

.

故选：C.

6. 如图，一条河两岸平行，河的宽度为 200 m，一艘船从河岸边的 A地出发，向河对岸航行．已知船在静

水中的速度 1v 的大小为 1 10 km / hv  ，水流速度 2v 的大小为 2 8 km / hv  ．设这艘船行驶方向与水流方

向的夹角为，行驶完全程需要的时间为  mint ，若船的航程最短，则（ ）

A.
π 2π , 1.5
2 3

t   B.
2π 3π , 1.5
3 4

t  

C.
2π 3π , 2
3 4

t   D.
3π 5π , 2
4 6

t  
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【答案】D

【解析】

【分析】由题意可得sin ，可分析 的范围，再由同角三角函数基本关系求出 cos ，据此可求出速度 v，

再由
st
v

 求解.

【详解】如图，设
π0
2

AOB       
 

，要使船的航程最短，则船的实际航行方向与岸边垂直，

由图可知
8 4sin
10 5

   ，所以
2 3sin
2 2

  ，故
π π
4 3

  ，

所以
3π 5π
4 6

  ，又因为
4sin
5

 = ，所以
3cos
5

  ，

所以 1
3cos 10 6
5

v v     （ km / h），故 3

200 2
6 10
60

t  
 (min) .

故选：D.

7. 若 1
3 2 3e ln 1x x x x    ，则下列不等关系一定不成立的是（ ）

A. 3 2 1x x x  B. 3 1 2x x x  C. 2 1 3x x x  D. 2 1 3x x x 

【答案】B

【解析】

【分析】由 1
3 2 3e ln 1x x x x    ，可得

1
2

3

1e lnx x
x

  ，作出函数  1y=e , ln , 0x y x y x
x

   的图象，

作出 y m ，变换m的值即可得出答案.

【详解】因为 1
3 2 3e ln 1x x x x    ，

则
1

2
3

1e lnx x
x

  ，

由 1e 0x  ，得 2 1x  ， 3 0x  ，
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作函数  1e , ln , 0xy y x y x
x

    的图象，同时作出 y m ，

如上图，变换m的值可以发现 3 2 1x x x  ， 2 1 3x x x  ， 2 1 3x x x  均能够成立， 3 1 2x x x  不可能

成立.

故选：B.

8. 已知直线 5 2 0x ay a    与圆  2 2 2: 0O x y r r   交于不同的两点 ,A B，若 AOB 存在最小

值且最小值不大于90，则 r的取值范围为（ ）

A.  3,2 B. 3,2 3 C. 3,3 2  D.  3,6

【答案】C

【解析】

【分析】先根据 AOB 存在最小值分析出 3r  ，再根据 AOB 最小值不大于 o90 列出关于 r的不等式即

可求解.

【详解】将直线 5 2 0x ay a    变形为  2 5 0x a y    ，

则可知直线恒过定点  2, 5P  ，且    222 0 5 0 3OP       ，

若 3r  ，则直线可和圆O相切，如图所示，此时 ,A B重合，若直线与圆O交于不同的两点 ,A B，

则 AOB 可不断趋于 0，不存在最小值，与题意不符，故 3r  ，

即 P在圆O内，直线与圆O一定交于两点 ,A B，此时对于任意给定的半径 r，

根据圆的性质，当OP AB 时，弦 AB最短， AOB 最小，此时弦长
22 22 2 9AB r OP r    ，

在 AOBV 中，当 90oAOB  时，此时 2AB r ，

由题意，已知 AOB 最小值不大于 o90 ，则最小值对应的弦 AB满足 2AB r ，

即 22 9 2r r  ，解得 3 2r  ，

综上， r 的取值范围为 3,3 2  .
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故选：C.

二、选择题：本题共 3小题，每小题 6分，共 18分．在每小题给出的选项中，有多项符合题

目要求．全部选对的得 6分，部分选对的得部分分，有选错的得 0分．

9. 正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中，点 ,E F分别为棱 1 1,BC CD的中点，则（ ）

A. AE BD B. 1A E 平面 1BB F

C. //EF 平面 1ABC D. 1//BE DC

【答案】BC

【解析】

【分析】建立空间直角坐标系，利用空间向量数量积的坐标表示公式、直线方向向量与平面法向量的关系

逐一判断即可.

【详解】建立如下图所示的空间直角坐标系，设该正方体的棱长为 2.

A：因为        2,0,0 , 1,2,2 , 2,2,0 , 0,0,0A E B D ，

所以    1,2,2 , 2,2,0AE DB  
 

，

因为 2 4 0 2 0AE DB      
 

，

所以 AE BD 不成立，故本选项说法不正确；

B：因为          1 12,0,2 , 2,2,2 , 2,2,0 , 1,2,2 , 0,1,0A B B E F ，
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所以      1 11,2,0 , 0,0,2 , 2, 1,0A E BB BF     
  

，

因为 1 1 10, 2 2 0A E BB A E BF     
   

，

所以 1 1 1,A E BB A E BF  ，而 1 1, ,BB BF B BB BF  平面 1BB F ，

所以 1A E 平面 1BB F ，因此本选项说法正确；

C：设平面 1ABC的法向量为  , ,m x y z


，

因为  0,2,0C ，所以    12,2,0 , 0,2,2AC AB  
 

，

于是有  
1

0 2 2 0
1,1, 1

2 2 00

m AC x y
m

y zm AB

              




 ，  1, 1, 2EF    


，

因为 1 1 2 0EF m     
 

， EF 平面 1ABC，

所以 //EF 平面 1ABC，因此本选项说法正确；

D：因为  1 0,2,2C ，所以  1 0,2,2DC 


，而  1,0,2BE  


，

显然不存在实数，使得 1DC BE
 

成立，所以 1//BE DC 不成立，因此本选项说法不正确，

故选：BC

10. 抛物线有如下光学性质：从焦点发出的光线，经过抛物线上的一点反射后，反射光线平行于抛物线的轴；

一束平行于抛物线的轴的光线，经过抛物线的反射集中于它的焦点．已知抛物线 2: 8 ,C y x O 为坐标原点，

一条平行于 x轴的光线 1l 从点  5,2M 射入，经过C上的点 P反射，再经过C上的另一点Q反射后沿直线 2l

射出，则（ ）

A. 25PQ 

B. OPQ△ 是一个钝角三角形

C. 若延长PO交直线 2x   于点D，则点D在直线 2l 上

D. 抛物线C在点 P处的切线分别与直线 1l 、 FP所成的角相等

【答案】BCD

【解析】

【分析】根据题目条件，依次求得 F ，P，Q的坐标，进而求出 OP ， OQ ， PQ ，可判断选项 A和 B；
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求出直线OP方程进而求出D的坐标，可判断选项 C；通过导数求出切线方程，并根据平面几何知识，三

角形的等边对等角及平行线同位角内错角相等，可判断选项 D.

【详解】

由抛物线C的方程 2 8y x 可知，其焦点 F 的坐标为 (2,0) .由题目可知， / /MP x轴， (5, 2)M ，故点 P的

纵坐标为 2 .

设点 P坐标 ( , )px 2 ，又因为点 P在抛物线C上，故 px22 8 ，解得
1
2px  ，故

1( , )
2
2P .由题意可知，平行

于 x轴的光线 1l 经抛物线反射后会集中于焦点 F ，因此直线 PQ经过点F .

直线 PQ斜率为

2 0 4
1 32
2


 

 ，因此直线 PQ的方程为
4 ( 2)
3

y x   .

直线 PQ与抛物线C交于 P， ( , )Q QQ x y 两点，联立方程
2

4 ( 2)
3
8

y x

y x

   

 

，解得 ,Q Qx y  8 8，

因此 2 21 25(8 ) ( 8 2)
2 2

PQ       ，故 A选项错误.

因为 2 21 17( ) 2
2 2

OP    ， 2 28 ( 8) 8 2OQ     .

所以
2 2 2529 625,

4 4
OP OQ PQ   ，所以

2 2 2OP OQ PQ  .

因此 OPQ△ 是钝角三角形.故选项 B正确.

由 ,P O两点坐标可知，直线OP的方程为 4y x .

设直线OP与直线 2x   相交于 ( , )D DD x y ，

联立
4
2

y x
x


  
，解得

2
8

D

D

x
y

 
  

.

又因为光线 PQ经抛物线C的焦点 F ，故经过点Q反射后，直线 2l 平行于 x轴.
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因此 2 8l y  ： .故点  2, 8D   在直线 2l 上.故选项 C正确.

当 0y  时，抛物线C的方程可表示为 2 2y x .

求导得
2'y
x

 ，故过 P作抛物线的切线斜率为 2 .故该切线方程为 2 1y x  .

设该切线在点 P上方有一点G，且与 x轴相交于 E .易知
1( ,0)
2

E  .

故
5
2

EF  ， 2 21 52 ( 2)
2 2

PF     ，因此 EF PF ，所以 PEF PFE   ，

又因为 1 / /l x轴，所以 PEF GPM  ， MPF PFE   ，故 GPM FPE  ，

即点 P处的切线分别与直线 1l 、 FP所成的角相等.故选项 D正确.

故选：BCD

11. 在 ABCV 中， , ,a b c是角 , ,A B C 的对应边，满足
cos cos 2, 10
sin sin
A B a b c
B A
     ，下列说法正确的是

（ ）

A.
2 2 2 2 2 2

2 2sin
2 2

b c a a b cC
b a

   
 

B. tan tanA B 的最小值为 2

C. ABCV 的面积最大值为  25 3 2 2

D. 若 3sin sin sin
4

A B C  ，则  2b a a c 

【答案】AC

【解析】

【分析】先判断
π
2

C  ，结合勾股定理即可判断 A；利用基本不等式可判断 B；由 10a b c   ，则

10a b c   ，结合    22 22 a b a b   ，即得  222 10c c  ，可求出 10 2 10c   ，结合三角形面
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积公式
1 25 5
2ABCS ab c   ，可判断 C；由条件

3sin sin sin
4

A B C  ，可求得 A的值，可得 , ,a b c的关

系，可判断 D.

【详解】由
cos cos 2
sin sin
A B
B A
  ，可得sin cos sin cos 2sin sinA A B B A B  ，

即得
1 1sin2 sin2 2sin sin
2 2

A B A B  ，

即得 sin( )cos( ) cos( ) cos( )A B A B A B A B      ，

则 sin cos( ) cos( ) cosC A B A B C    ，

若
π
2

C  ，则 sin 1C  ，则可得
coscos( )

1 sin
CA B
C

  


，

令 sin (0 1)t C t   ，则  
 

2 2

2

1 1 1cos 1
1 11

t t tA B
t tt

  
    

 
，

这是不可能的，从而可知
π
2

C  ；

对于 A，由于
π
2

C  ，故 2 2 2sin 1,C a b c   ，

故
   2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2

b a b a a b a bb c a a b c
b a b a

        
  

2

2 2

2 1 in
2

0 s
2

b C
b a

    ，A正确；

对于 B，在 ABCV 中，
π
2

C  ，故 ,A B均为锐角且互余，

则
π 1tan tan tan tan tan 1
2 tan

A B A A A
A

      
 

，

故 tan tanA B 为定值 1，B错误；

对于 C，
π 1,
2 2ABCC S ab   ，且 2 2 2a b c  ，

由 10a b c   ，则 10a b c   ，结合    22 22 a b a b   ，

当且仅当 a b 时取等号，

得  222 10c c  ，解得 10 2 10c   （负值舍去），

又      2 22 2 21 1 10 50 10
2 2

ab a b a b c c c               ，

故    1 25 5 25 5 10 2 10 25 3 2 2
2ABCS ab c        ，
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当且仅当 10 2 10, 10 5 2c a b     时等号成立，

即 ABCV 的面积最大值为  25 3 2 2 ，C正确；

对于 D，由于
π
2

C  ，则 sin 1C  ，故由
3sin sin sin
4

A B C  ，知
3sin sin
4

A B  ，

结合 sin cosB A ，得
3
4

sin Acos A  ，即
3sin 2
2

A  ，

由于  π0, , 2 0, π
2

A A    
 

，故
π2
3

A  或
2π2
3

A  ，即
π
6

A  或
π
3

A  ，

当
π
6

A  时， 2 , 3c a b a  ，则  2 23b a a a c   ；

当
π
3

A  时， 2 , 3c b a b  ，则     23 3 2a a c b b b b    ，故 D错误，

故选：AC

三、填空题：本大题共 3小题，每小题 5分，共 15分．

12. 若曲线 2y x x  在点  1,3 处的切线也是曲线 ln 2y x x a   的切线，则 a  _____．

【答案】1

【解析】

【分析】先求出曲线 2y x x  在  1,3 的切线方程，再设曲线 ln 2y x x a   的切点求出 y，利用公切

线斜率相等求出 0x 表示出切线方程，结合两切线方程相同即可求解

【详解】由 2y x x  ，得
11y
x

   ， 1| 2xy   ，

故曲线 2y x x  在  1,3 处的切线方程为 2 1y x  ；

由 ln 2y x x a   ，得
11y
x

   ，

设切线与曲线 ln 2y x x a   相切的切点为  0 0 0, ln 2x x x a  ，

由两曲线有公切线得
0

11 2y
x

    ，解得 0 1x  ，则切点为  1,1 2a ，

故切线方程为 (1 2 ) 2( 1)y a x    ，即 2 1 2y x a   ，

因两切线为同一条直线，方程相同，则1 1 2a   ，解得 1a  ．
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故答案为：1

13. 已知等差数列 na 的前 n项和为 nS ，且 15 120S  ，等比数列 nb 的首项为1，若 8 4a b ，则 2 2025log b

的值为_____．

【答案】 2024

【解析】

【分析】根据条件，利用等差数列的性质，得 8 8a  ，进而得 2q = ，从而有
2024

2025 2b  ，即可求解.

【详解】设等比数列 nb 的公比为 q，因为等差数列 na 的前 n项和为 nS ，且 15 120S  ，

所以
 1 15

15 8

15
15 120

2
a a

S a


   ，解得 8 8a  ，

又等比数列 nb 的首项为1，且 8 4a b ，所以 3 8q  ，解得 2q = ，所以
2024

2025 2b  ，

则
2024

22 2025 log 2 2024log b   ，

故答案为： 2024 .

14. 抛掷一枚质地均匀的正四面体骰子（四个面上分别标有数字 1，2，3，4），底面的点数为 1记为事件 A，

抛掷 n次后事件 A发生奇数次的概率记为 nP ，则 3P  _____， 2025P  _____．

【答案】 ①.
7
16

②.
20261 1

2 2
   
 

【解析】

【分析】根据 n次独立重复实验事件 A发生的概率为
1
4
，构造二项式应用赋值法分别计算即可.

【详解】抛掷 1次后事件 A发生奇数次，只能发生 1次， 1
1
4

P  ；

3 1 3 3 3
1 3

3 3 3
1 3 1 3 7C +C
4 4 4 4 16

P
 

             
      

，

抛掷 n次后事件 A发生1,3,5,7，

抛掷 n次后事件 A发生奇数次的概率记为 nP

当 n为偶数时，

1 3 3 5 5 1
1 3 5 11 3 1 3 1 3 1 3C +C +C + +C

4 4 4 4 4 4 4 4

n n n n
n

n n n n nP
   

                             
              

 ，

当 n为奇数时，

1 3 3 5 5
1 3 51 3 1 3 1 3 1C +C +C + +C

4 4 4 4 4 4 4

n n n n
n

n n n n nP
  

                         
            

 ，
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构造二项式

1 2 2
0 1 23 1 3 1 3 1 3C +C +C

4 4 4 4 4 4 4

n n n n

n n nx x x
 

                     
          

3 3
3 1 3 1+C + +C

4 4 4

n n
n

n nx x


     
     
     

 ，

当 n为奇数时，

令 1x  ，

1 2 2
0 1 23 1 3 1 3 1 31 C +C +C

4 4 4 4 4 4 4

n n n n

n n n

 
                      
          

3 3
3 1 3 1+C + +C

4 4 4

n n
n

n n


     
     
     

 ，

令 1x   ，

1
0 11 3 1 3 1 3C C

2 4 4 4 4 4

n n n n

n n


                   
        

2 2 3 3
2 31 3 1 3 1+C C + C
4 4 4 4 4

n n n
n

n n n

 
                   
         

 ，

两式作差得

1 3 3
1 31 1 3 1 3 11 2 C +C + +C

2 4 4 4 4 4

n n n n
n

n n n

                         
            

 ，

可得

1 3 3 1
1 31 3 1 3 1 1 1=C +C + +C =

4 4 4 4 4 2 2

n n n n
n

n n n nP
  

                    
          

 ，

因为 2025n  ，所以

2026

2025
1 1
2 2

P     
 

.

故答案为：
7
16

；

20261 1
2 2

   
 

.

四、解答题：本题共 5小题，共 77分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

15. 某种疾病分为甲、乙两种类型，为研究该疾病的类型与患者性别是否有关，随机抽取了3x名患者进行

调查，得到如下列联表：

性别

疾病类型

合计

甲型病 乙型病

男
2
3
x

3
x x

女
2
x 3

2
x

2x

合计
7
6
x 11

6
x

3x

（1）根据小概率值 0.005  的独立性检验，得出了“所患疾病的类型与性别有关”的结论，求 x的最小



第 15页/共 25页
学科网（北京）股份有限公司

值；

（2）现对部分人群接种预防甲型疾病的疫苗，要求每人至多安排 2个周期接种疫苗，每人每周期必须接种

3次，每次接种后，产生抗体的概率为 0.8．如果一个周期内至少 2次产生抗体，那么该周期结束后终止接

种，否则进入第二个周期．已知每人每周期接种费用为 30元，试估计 1000人接种疫苗总费用的期望．附

 
       

2
2 n ad bc

a b c d a c b d





   
，

 0.01 0.005 0.001

x 6.635 7.879 10.828

【答案】（1）18； （2）33120.

【解析】

【分析】（1）根据列联表中的数据求得 2 的值，根据小概率值 0.005  的独立性检验可得 2 7.879  ，

求解得答案；

（2）设每人接种疫苗的费用为，其可能的取值为30,60，求出取值对应的概率，分布列，得到每人接

种疫苗的费用的均值，进而求得 1000人接种疫苗总费用的期望.

【小问 1详解】

根据列联表中的数据，得到

2

2

2 33
753 2 2 3

7 11 1542
6 6

x x x xx
x

x xx x


    
  
  

，

因为根据小概率值 0.005  的独立性检验，认为“所患疾病的类型与性别”有关，

所以
75 7.879
154
x
 ，解得 16.178x  ，

因为
7 Z
6
x
 ，结合列联表中各式均为整数，

所以 x的最小整数值为 18.

【小问 2详解】

设每人接种疫苗的费用为，其可能的取值为30,60，
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所以   2 2 3
3

11230 C 0.8 0.2 0.8
125

P        ，   112 1360 1
125 125

P      ，

所以的分布列为

 30 60

P
112
125

13
125

所以的期望   112 1330 60 33.12
125 125

E       ，

估计 1000人接种疫苗总费用的期望为33.12 1000 33120  元.

16. 设数列 na 的前 n项和为 nS ，且  2 2 1 , 1n nS a a a   ．

（1）证明： ln na 为等差数列；

（2）数列 nb 满足 2 1n na b n  ，当 2a  ，且 1 2
11
2nb b b   L 时，求 n的最小值．

【答案】（1）证明见解析

（2）6

【解析】

【分析】（1）根据 ,n nS a 的关系和等比数列的定义可得 na 是等比数列，得出 na 的通项公式，进而利用

等差数列的定义证明 ln na 为等差数列；

（2）求得 nb ，令 1 2n nT b b b    ，利用错位相减法求得 nT ，可证得 nT 单调递增，由此可求得结果.
【小问 1详解】

由题知，  2 2 1 , 1n nS a a a  

当 1n  时，  1 12 2 1S a a  ，即  1 12 2 1a a a  ，可得 1 2 2
aa
a




，

当 2n  时，  1 12 2 1n nS a a   ，又  2 2 1n nS a a  ，

所以      1 12 2 1 2 1n nn nS S a a a a      ，即 12 2 2n n na aa aa   ，

整理得   11 nna a aa   ，可得
1 1
n

n

a a
a a




，

所以数列 na 是以 1 2 2
aa
a




为首项，
1

aq
a




为公比的等比数列，
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则

1
1

1 2 2 1 1
1
2

n n
n

n
a a aa qa
a a a


             
  ，

ln
1 1

1 1l nln n l
2 2n

na aa n
a a

 
   

  
 ，  1 1

lnln
2
aa
a


 ，

 1
1ln ln ln

1 2 1 1
11l nn

2
l ln lnn n n na a aa a
a a a

    
   

  
，

所以 ln na 是以  
ln
2 1
a
a  为首项，以 ln

1
a
a 

为公差的等差数列.

【小问 2详解】

当 2a  ， 121 2
2 2 1

n
n

n

a 


    

，

因为 2 1n na b n  ，所以 1

2 1 2 1
2n n

n

n nb
a 

 
  ，

令 1 2 0 1 2 2 1

1 3 5 2 3 2 1
2 2 2 2 2n n n n

n nT b b b  

 
           ①，

1 2 3 1

1 1 3 2 3 2 1
2 2 2 2

5
2 2n n n

n nT 

 
      ②，

由 ① ②得： 1 2 1

1 1 1 1 2 11 2( )
2 2 2 2 2n n n

nT 


      ，

即
1

1 11
1 2 1 2 32 21 2 312 2 21

2

n

n n n

n nT


          


，

所以 1

2 36
2n n

nT 


  .

 
1 1

2 1 3 2 3 2 16 6 0
2 2 2n n n n n

n n nT T 

          
 

，

可得 1n nT T  ，则 nT 单调递增.

1 0

2 3 116 1
2 2

T 
    ， 2

2 2 3 5 116
2 2 2

T  
    ，

3 2

2 3 3 15 116
2 4 2

T  
    ， 4 3

2 4 3 37 116
2 8 2

T  
   

5 4

2 5 3 83 116
2 16 2

T  
    ， 6 5

2 6 3 177 116
2 32 2

T  
    ，

因为 nT 单调递增，所以，当 1,2,3, 4,5n  时，
11
2nT  ；当 6n  时，

11
2nT  ，
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由 1 2
11
2nb b b   L ，可得 1

2 3 116
2 2n n

nT 


   ，

故所求 n的最小值为 6．

17. 如图所示，正四棱锥 P ABCD 中，点E是棱 PB的中点．

（1）证明： //PD 平面 AEC；

（2）已知异面直线 PD与 AE所成角的余弦值为
65
13

，

（i）求二面角 P AC E  的正弦值；

（ii）在线段 AD上是否存在点 F ，使 EF 平面 PBC ．若存在，求
AF
AD

的值；若不存在，说明理由．

【答案】（1）证明见解析；

（2）（i） 10sin
5

  ；（ii）存在，
1
4

AF
AD

 .

【解析】

【分析】（1）根据中位线得出 //OE PD，从而可得 / /PD 平面 AEC；

（2）设 2OP t ，根据向量法结合异面直线 PD与 AE所成角的余弦值为
65
13

得出 3t  ，进而求

P AC E  所成角的余弦值，最后应用同角三角函数关系计算求解；

（3）假设存在点 F，设 (0 1)AF
AD

    ，使 EF 平面 PBC ，计算得出
AF
AD

.

【小问 1详解】
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连接 ,AC BD， AC BD O ，连接OE，因为O是 BD中点，点 E是棱 PB的中点，

则 //OE PD，

因为 PD 平面 AEC， EO 平面 AEC，所以 / /PD 平面 AEC．

【小问 2详解】

（i）

因为 PO 平面 ABCD， AC BD ，所以 , ,OP OA OB两两垂直，

以O为坐标原点， , ,OA OB OP所在直线分别为 x， ,y z轴建立如图所示的空间直角坐标系O xyz ，

设 2 2, 2OA OB OP t   ，

则        0,0,2 , 0, 2 2,0 , 2 2,0,0 , 0, 2,P t D A E t ，

所以    0, 2 2, 2 , 2 2, 2,PD t AE t    
 

，又异面直线 PD与 AE所成角的余弦值为
65
13

，

所以

2

2 2

4 2 5
138 4 10

t

t t




  
，

解得 3t  ，故        0,0,2 3 , 2 2,0,0 , 2 2,0,0 , 0, 2, 3P C A E ，

所以    4 2,0,0 , 2 2, 2, 3CA CE 
 

，

设平面 PAC 的一个法向量为  0,1,0m 


，

设平面 ACE的法向量为  , ,n x y z


，

则
4 2 0

2 2 2 3 0

n CA x

n CE x y z

   


    


 ，得

0

2 3 0

x

y z




 
，取 3y  ，得  0, 3, 2n  


．

设二面角 P AC E  的平面角为，观察图形可知为锐角，

所以
3 15cos

51 5
m n
m n




  
 

 
  ，

2
15 10sin 1
5 5


 

    
 

；
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（ii）设线段 AD上是否存在点 F ，且 (0 1)AF
AD

    ，

因为            0,0,2 3 , 2 2,0,0 , 2 2,0,0 , 0, 2, 3 , 0,2 2,0 , 0, 2 2,0P C A E B D  ，

设  2 2, 2 2,0AF AD    
 

，  2 2, 2, 3AE  


，

因为      2 2, 2 2,0 2 2, 2, 3 2 2 2 2, 2 2 2, 3EF AF AE               
  

，

又因为    2 2,2 2,0 , 2 2,0,2 3CB CP 
 

，

所以 0, 0EF CB EF CP   
   

，

所以
2 2 2 2 2 2 2 0,
8 8 6 0

 


    

   

所以
1
4

  ，

当
1
4

  时， EF , , , ,BC EF CP CP BC C CP BC   平面 PBC ，所以 EF 平面 PBC ，

所以当
1
4

AF
AD

 时， EF 平面 PBC ；

18. 设椭圆
2

2Γ : 1
4
y x  的右顶点为 A，上焦点为 F ，直线 l与椭圆交于不同于 A的两点 B，C．

（1）是否存在 l，使 F 为 ABCV 的重心，试说明理由；

（2）已知 0AB AC 
 

，

（i）证明： l恒过定点；

（ii）设点 P在 l上，且满足 0AP BC 
 

，Q是椭圆上的动点，求 PQ 的最大值．

【答案】（1）不存在 l，使 F 为 ABCV 的重心，理由见解析；

（2）（i）证明见解析；（ii） PQ 的最大值为
4 57 4
15 5

 .

【解析】

【分析】（1）利用反证法进行证明即可.

（2）（i）设直线 l方程为 x my t  ，与椭圆方程联立，通过 0AB AC 
 

，进行计算即可.

（ii）根据 0AP BC 
 

，可知 AP BC，点 P在以 AD为直径的圆上，对m是否为0进行讨论即可.

【小问 1详解】

不存在 l，使 F 为 ABCV 的重心，根据题意  1,0A ，  0, 3F ，
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设  1 1,B x y ，  2 2,C x y ，假设存在 l，设直线 l的斜率为 k，使 F 为 ABCV 的重心，

所以

1 2

1 2

10
3

03
3

x x

y y

  
   


，解得
1 2

1 2

1

3 3

x x

y y

  


 
，

又 B，C两点为椭圆上的点，则

2
21
1

2
22
2

1
4

1
4

y x

y x


 


  

，两式相减得
 

 
1 2 1 2

1 2 1 2

4 x x y y k
y y x x

  
 

 
，所以

4 3
9

k  ，

设 B，C两点中点为M ，则M 坐标为
1 2 1 2

2 2
x x y y  

 
 

， ，故
1 3 3,
2 2

M
 
  
 

，

所以直线 l为 3 3 4 3 1
2 9 2

y x    
 

，即直线 l： 4 3 31 3
9 18

y x  ，

将直线 l代入椭圆方程
2

2 1
4
y x  ，得到

2

2

4 3 31 3
9 18

1
4

x
x

 
 

   
，

化简得到 2496 496 529 0x x   ，则其判别式为  2Δ 496 4 496 529 803520 0       ，

所以直线 l与椭圆无两个交点，故不存在直线 l，使 F 为 ABCV 的重心.

【小问 2详解】

（i）设直线 l： x my t  ，与椭圆方程
2

2 1
4
y x  ，联立得  2 2 24 1 8 4 4 0m y mty t     ， 0  ，

所以

1 2 2

2

1 2 2

8
4 1

4 4
4 1

mty y
m

ty y
m

   


 
 

，  1 1,B x y ，  2 2,C x y ，

因为 0AB AC 
 

，所以  1 11,AB x y 


，  2 21,AC x y 


，

所以      1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 1 1 0AB AC x x y y x x x x y y          
 

，

所以 1 2 1 2 2

2
4 1

tx x my t my t
m

     


，    
2 2

1 2 1 2 2

4
4 1
t mx x my t my t
m


   


，

代入得 25 2 3 0  t t ，解得
3
5

t   或 1t  ，
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因为直线 l与椭圆交于不同于  1,0A 的两点，所以 1t  ，
3
5

t   ，则 l恒过定点
3 ,0
5

  
 

.

（ii）已知直线 l：
3
5

x my  ，设
3 ,0
5

D   
 

，由 0AP BC 
 

，知 AP BC，

所以点 P在以 AD为直径的圆上，且圆心
1 ,0
5

N  
 
 

，半径
4
5

r  ，

因为  ,Q x y ，所以椭圆上一点到圆心的最大距离为

  
2

2 21 2 1013 1,1
5 5 25

QN x y x x x          
 

，

所以当
1
15

x   时，最大距离为
4 57
15

，所以 PQ 的最大值为
4 57 4
15 5

 ，

所以 PQ 的最大值为
4 57 4
15 5

 .

19. 已知函数   2 lnf x ax x a   ．

（1）当  f x 的最小值为 0时，求实数 a的值；

（2）给定
10,
2

a   
 

，证明：  f x 存在一个大于1的零点 0x ，且
2
0

1 1x
a

  ；

（3）若对任意  0,x   ，都有   11 sin e
1

xf x a x
x

   


，求实数 a的取值范围．

【答案】（1）
1
2

a  ；

（2）证明见解析； （3） 1a  .

【解析】
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【分析】（ 1）利用导数含参讨论函数的单调性，研究最值得出
1 1ln 2 0
2 2

a a   ，构造函数

  1 1ln 2
2 2

g a a a   研究其单调性解方程求参数即可；

（ 2 ） 结 合 （ 1 ） 的 结 论 及 零 点 存 在 性 定 理 得 出 0
1 ,
2

x
a


 

   
 

， 再 构 造 函 数 证

   1 11 2 ln 1 ln 0
2 2

t a a a a      ，利用  f x 的单调性即可证明；

（3）利用换元法化简不等式，先根据取点法判定 0a  不成立，再结合 sin x x 放缩，判定 1a  成立，最

后作差函数，结合导数的定义判定  0,1a 不成立即可.

【小问 1详解】

由题意可知    
22 1 0axf x x
x

 
  ，

显然 0a  时，  f x 在定义域  0,  上单调递减，没有最值；

则 0a  ，易得  f x 在
10,
2a

 
  
 

上单调递减，在
1 ,
2a


 

  
 

上单调递增，

所以   1 1 1ln 2
2 2 2

f x f a a
a

 
     

 
，

当  f x 的最小值为 0时，即
1 1ln 2 0
2 2

a a   ，

令      1 1 1 2ln 2 , 0
2 2 2

ag a a a g a a
a


      ，

可知  g a 在
10,
2

 
 
 

上单调递增，在
1 ,
2

  
 

上单调递减，即   1 0
2

g a g    
 

，

即
1 1ln 2 0
2 2

a a   只有一个解
1
2

a  ；

【小问 2详解】

由上可知
10,
2

a   
 

时，  f x 在
10,
2a

 
  
 

上单调递减，在
1 ,
2a


 

  
 

上单调递增，

且   1 0
2

g a g    
 

，即  min
1 0
2

f x f
a

 
   

 
，

而    11 , 1 0, ,
2

f x f x
a

       ，
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所以 0
1 ,
2

x
a


 

    
 

使得  0 0f x  ，

因为
1 1 11 1 0

2 2a a a
     ，所以

1 11
2a a

  ，

而  1 1 1 1 1 11 1 ln 1 1 2 ln 1 ln
2 2 2

f a a a a a
a a a

                          

 1 11 2 ln 1 ln
2 2

a a a     ，

设    1 1 11 2 ln 1 ln 0,
2 2 2

t a a a a a          
  

，则    
 

22 1
0

2 1
a

t a
a a




 


，

所以  t a 在
10,
2

 
 
 

上单调递增，即   1 0
2

t a t    
 

，所以  0
1 1 0f f x
a

 
    

 
，

故 2
0 0

1 11 1x x
a a
     ，证毕；

【小问 3详解】

0x  ，   11 sin e
1

xf x a x
x

   


恒成立等价于

   2 11 1 ln 1 e sin
1

xa x x a x
x

         
，令 1, 1t x t= + > ，

上述不等式化为    2 111 ln e sin 1ta t t a t
t

      ，

令  sin 0 1 cos 0y x x x y x       ，则该函数单调递增，即 0 sin 0 0y    ，

所以  sin 1 1t t   ，

若 0a  ，取 3t  ，显然 2

1 1ln3 0
3 e

    ，与题设矛盾；

若 0a  ，取 5t  ，有 4

1 1sin 4 0 24 ln5
5 e

a a     ，也与题设矛盾；

所以 0a  ，

则    sin 1 1a t a t   ，

不妨设        2 111 ln e 1 1th t a t t a t t
t

        ，

则     1
2

1 12 1 e th t a t
t t

     ，
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当 1a  时，      2
1

2 2 2

2 1 11 1 1 12 1 e 2 1 1 0t
t t

h t t t
t t t t t


 

            ，

所以  h t 在  1,  上单调递增，则    1 0h t h  ，

此时满足      2 111 ln e 1 sin 1ta t t a t a t
t

        ；

当  0,1a 时，令      2 111 ln e sin 1tu t a t t a t
t

       ，

则      1
2

1 12 e cos 1 , 1 1 0tu t at a t u a
t t

          ，

由导数的意义可知  u t 在 1t  的极小的区域内为值为负，

则取  1 Δ Δ 0,Δ 0t t t t    ，有    1 Δ 1 0u t u   ，与题设矛盾；

综上所述： 1a  .


